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1 Gibt es den Weihnachtsmann wirklich?

Autor: Matthias Ehrhardt

1.1 Aufgabe

Wie jedes Jahr fragen sich die wissbegierigen Kinder in einem bestimmten
Alter, ob es den Weihnachtsmann denn wirklich gibt. Die meisten jungen
Zweifler gibt es stets wegen diesem Geschenke-Lieferungs-Problem des Weih-
nachtsmannes. Schlieflich gibt es ca. 2 Milliarden Kinder in der Welt, die
alle zu Weihnachten auf ihre Geschenke warten. Angenommen pro Haushalt
gibt es durchschnittlich 2,5 Kinder, so miisste der Weihnachtsmann ungefahr
800 Millionen Haushalte verteilt auf dem ganzen Globus besuchen.

Die zuriickzulegende Distanz konnen die Kinder sehr leicht mit Hilfe der
folgenden Uberlegung grob abschétzen. Zuniichst kennen sie aus der Schule
den mittleren Erdradius als 6.371 km und bestimmen so die Oberfldche der
Erdkugel. Weiterhin nehmen die Kinder an, dass nur ca. 30% dieser Fliche
aus Land besteht. Der Einfachheit halber seien die Haushalte mit Kindern
gleichméBig auf dieser Landfliche verteilt. Die so erhaltene Teilfliche (ver-
gleichen Sie es mal mit der Grofle eines Fuflballfelds!) gehort also zu einem
einzelnen Haushalt und die Quadratwurzel davon ist demnach die mittlere
Distanz zwischen den Haushalten. Endlich kénnen die Kinder so die Ge-
samtdistanz, die der Weihnachtsmann zuriicklegen muss, um alle Geschenke
abzuliefern, leicht ausrechnen. Vergleichen Sie diese Distanz mit der Entfer-
nung zwischen Erde und Sonne!

Nun rotiert (zum Gliick) die Erde und der Weihnachtsmann hat somit mehr
Zeit zum Ausliefern, als einige Kinder zunéchst vermuten. Er beginnt an der
internationalen Datumsgrenze und fahrt mit seinem Schlitten von Ost nach
West iiber verschiedene Zeitzonen hinweg. Dabei hat er nicht nur 10 Stunden
(vom Schlafengehen um 20 Uhr abends bis zum Aufwachen der Kinder um 6
Uhr morgens) sondern zusétzliche 24 Stunden, also insgesamt 34 Stunden!
Dennoch ist das eine gewaltige Aufgabe selbst fiir den Weihnachtsmann und
die Frage ist: Kann er es schaffen? Denn auch fiir den Weihnachtsmann gilt:
nichts ist schneller als die Lichtgeschwindigkeit.

Bemerkung 1: Aufmerksame Kinder werden beim Voriiberfliegen des Weih-
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nachtsschlittens erkennen, dass die Nase von Rudolph, dem Chef-Rentier,
nicht mehr rot erscheint; diese Farbe &ndert sich mit der Geschwindigkeit
(Doppler—Effekt). Mit Hilfe der Tabelle unten kénnen die Kinder somit die
Geschwindigkeit abschétzen und Ihre Rechnung kontrollieren.

Farbe von Rudolphs Nase rot | gelb | griin | blau | violett
Wellenlénge in Nanometer | 650 | 580 | 550 | 480 400

Geschwindigkeit in Prozent
der Lichtgeschwindigkeit 0 11 17 29 45

Bemerkung 2: Natiirlich treten bei diesem Problem relativistische Effekte
auf. So wird sich z.B. bei dieser hohen Geschwindigkeit die Masse, die Grofie
und das Altern des Weihnachtsmannes éndern. Eine Diskussion hierzu gehort
aber eher in einen physikalischen Adventskalender.

Antwortmoglichkeiten:

1. Teilflache eines Haushalts > Fufiballfeld, Gesamtdistanz > Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit > Lichtgeschwindigkeit

2. Teilflache eines Haushalts > Fufiballfeld, Gesamtdistanz > Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit < Lichtgeschwindigkeit

3. Teilflache eines Haushalts > Fufiballfeld, Gesamtdistanz < Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit > Lichtgeschwindigkeit

4. Teilflache eines Haushalts > Fufiballfeld, Gesamtdistanz < Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit < Lichtgeschwindigkeit

5. Teilflache eines Haushalts < Fufiballfeld, Gesamtdistanz > Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit > Lichtgeschwindigkeit

6. Teilfliche eines Haushalts < Fufiballfeld, Gesamtdistanz > Entfernung
Erde—Sonne, Geschwindigkeit < Lichtgeschwindigkeit

7. Teilflache eines Haushalts < Fufiballfeld, Gesamtdistanz < Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit > Lichtgeschwindigkeit

8. Teilfliche eines Haushalts < Fufiballfeld, Gesamtdistanz < Entfernung
Erde-Sonne, Geschwindigkeit < Lichtgeschwindigkeit
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2 Der Oktaederwiderstand

Autorinnen: Simone Béchle, Anita Liebenau
Projekt: D2

2.1 Aufgabe

c
o+

/ d
b C O —
f

Abbildung 1: Schaltkreis

Im abgebildeten Schaltkreis ist ein Oktaeder als Widerstand eingebaut wor-
den, dessen Kanten alle den Widerstand R; = 12 haben. Nun mo6chte man
das Oktaeder durch einen einfachen Widerstand ersetzen: Wie grofi muss

Abbildung 2: Schaltkreis mit neuem Widerstand
man den neuen Widerstand wéahlen, damit er dem des Oktaeders entspricht?

Antwortmoglichkeiten:

1. Einen Widerstand der Grofle 1.

2. Einen Widerstand der Grofle %1.
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3. Einen Widerstand der Grofe 4.
4. Einen Widerstand der Grofle 12.
5. Einen Widerstand der GroBe 6.
6. Einen Widerstand der Grofe %
Einen Widerstand der Grofe %

Einen Widerstand der Grofle 8.

© » N

Einen Widerstand der Grofie 24.

10. Einen Widerstand der Grofie %
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3 Der Elfenkalender

Autorin: Katja Biermann

3.1 Aufgabe

Die Elfen sind ein fleifliges Volk, jedes Jahr helfen sie dem Weihnachtsmann,
damit die Menschen rechtzeitig zu Weihnachten ihre Geschenke bekommen.
Dabei brauchen sie viel Mathematik. Sie miissen ausrechnen, wieviel Ge-
schenkpapier sie fiir ein Geschenk brauchen und wieviele unterschiedliche
Farben sie an Geschenkpapier brauchen, damit kein Kind Geschenke mit
einer gleichfarbigen Verpackung bekommt. Am schwierigsten ist es jedoch,
den Austeilungsplan fiir den Weihnachtsmann zu erstellen, damit am Heilig
Abend alle Kinder beschenkt werden kénnen.

Damit der Elfennachwuchs moglichst frith mit den schweren Aufgaben ver-
traut gemacht wird, haben die Elfen einfach den Mathekalender des MA-
THEON kopiert. So brachten sie den kleinen Elfen spielerisch alle notigen
Grundlagen der Mathematik bei. Die kleinen Elfen losten ganz fleiflig alle
Aufgaben, aber auch viele Erwachsene hatten ihren Spaf.

Im August dieses Jahres gab es die feierliche Preisverleihung. (Anmerkung:
Wie jeder weif, feiern Weihnachtselfen Weihnachten am 24.07., da sie ja am
24.12. keine Zeit haben.) Auf der Preisverleihung trafen sich auch alle El-
fen, die Aufgaben fiir den Elfenkalender erstellt haben. Von 5 gibt es sogar
folgendes Bild:

LINKS RECHTS
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Diese Fiinf erzéhlten den ganzen Abend iiber den Elfenkalender und ihre
Aufgaben. Der Elfenreporter Luigi war die ganze Zeit dabei und hat sich
fleiflig Notizen gemacht. Doch am Abend konnte er nur noch einige seiner
Stichpunkte entziffern.

L.

IL.

III.

IV.

VL

VII.

VIIL
IX.

Till, der direkt links neben dem Elf der Aufgabe ,,Pythagoras im Wald*
zu sehen ist, hat nicht den Kennbuchstaben A.

Die Aufgabe des Elfen auf Platz C des Bildes erschien 13 Tage spéter
als ,, Vom Méusezéhlen“ und frither als die Aufgabe von Hugo.

Die Aufgabe des Elfen auf Platz A erschien spéter als die Aufgabe des
Elfen von Platz B.

Zwischen Emil und dem Elf mit der Aufgabe vom 24.07. steht hochstens
ein anderer Elf auf dem Bild.

Weder Hugo noch der Elf mit der 15. Aufgabe stehen auf dem Bild

ganz auflen.

,Fraktale Geometrie im Blattwerk® erschien spéter als die Aufgabe von
Malte.

Arnolds Aufgabe erschien frither als , Kiirzeste Wege im Unterholz®,
dessen Aufgabensteller direkt rechts von Arnold steht, aber nicht auf
Platz D.

Aufgabensteller: Arnold, Emil, Hugo, Malte, Till
Tiirchen: 1, 2, 6, 15, 24

. Aufgabentitel: , Kiirzeste Wege im Unterholz“, ,, Pythagoras im Wald“,

, Vom Mausezihlen®, | Fraktale Geometrie im Blattwerk®, | Elchsteue-
rung”

Kann er trotzdem noch rekonstruieren, welcher Elf wo auf dem Bild steht,
welche Aufgabe er erstellt hat und hinter welchem Tiirchen diese war? Luigi
hat es geschafft! Welche der folgenden Aussagen kann Luigi nun als falsch
erkennen?
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Antwortmoglichkeiten:

1. Auf Platz C steht nicht Malte.

2. Arnold ist nicht auflen auf dem Bild zu sehen.

3. Emil hat eine Aufgabe vor dem 15.07. erstellt.
4. ,Die Elchsteuerung” ist nicht von Hugo.

5. Till steht in der Mitte des Bildes.

6. Emil steht nicht ganz links.

7. ,Vom Mausezihlen“ ist die Aufgabe von Arnold.
8. , Kiirzeste Wege im Unterholz® ist von Till.

9. Malte hat nicht Aufgabe Nummer 6.

10. Hugo hat Aufgabe 24 erstellt.

10
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4 Hei3e Kufe

Autoren: Soren Bartels und Riidiger Miiller
Projekt: C 16

4.1 Aufgabe

Auf seiner langen Reise am Heiligabend gonnt sich der Weihnachtsmann
eine kleine Pause an einem zugefrorenen See. Dabei passiert ihm ein Miss-
geschick und er verschiittet seinen heilen Weihnachtspunsch iiber eine der
Kufen seines Schlittens. Aus Sicherheitsgriinden darf er den See mit seinem
Schlitten nur iiberqueren, wenn die Temperatur der jeweils 10m langen Ku-
fen an keiner Stelle grofler als 17.5°C ist. Zu den Zeitpunkten ¢, = n - At
in Minuten (n = 0,1,2,...) sei die Temperatur in Grad Celsius der mit
Punsch erwérmten Kufe am Ort z; = j - Az in Metern (j = 0,1,2,...,10)
durch die Grofie T} beschrieben. Aus der Anfangstemperatur TJQ 148t sich die
Wirmeausbreitung in der Kufe (die hier als diinner Metallstab angenommen
sei) - in einfacher Approximation - durch die Formel

T = s (T + TP + (1= 26) - T

11
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bestimmen, wobei s = At/Ax? ist.

Wie lange muss der Weihnachtsmann warten, bis er seine Reise iiber den See
fortsetzen darf, wenn die Anfangstemperatur TjQ gegeben ist durch 7Y = 64
und Tj0 = 0 fiir j # 5 und er die obige Rekursionsformel mit At = 1/4 und
Az = 1 verwendet? Wie grof ist die Temperatur am Ort z = 2 zum Zeit-
punkt der frithesten Weiterfahrt?

Bemerkung;:

Auch wenn mit dieser Formel die Temperatur nicht an allen Kufenstiicken
zu jeder Zeit berechnet werden kann, ist es doch eine gute Naherung fiir die
Temperatur in der Kufe und reicht dem Weihnachtsmann zur Entscheidung
aus.

Antwortmoglichkeiten:
Der Zeitpunkt ty, der Weiterfahrt und die Temperatur Ty, am Ort z = 2
zum Zeitpunkt ¢y sind:

1. tw = 1/4, Tyy = 16
2. tw =1/4, Ty = 6
tw =1/2, Ty = 15
tw =1/2, Ty = 4
tw =3/4, Ty =0
tw = 3/4, Tyy = 1
tw =1, Tyy = 2

tw =1, Tyy =0

© 0 N e otk W

tw = 5/4, Ty = 17,5
10. ty =5/4, Ty = 14

Projektbezug:
Die Entwicklung und Analyse einfacher Verfahren zur Beschreibung praxis-
relevanter physikalischer Vorgénge ist eine wichtige Aufgabe der numerischen

12
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Mathematik. Insbesondere ist die zuverlissige und effiziente Vorhersage der
Temperaturausbreitung beispielsweise in Halbleitern von entscheidender Be-
deutung fiir deren Lebensdauer.

13
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5 Langsam rieselt der Schnee

Autoren: Henseler, Reiner; Kimmerle, Sven-Joachim
Projekt: C14

5.1 Aufgabe

Wir betrachten eine Schneeflocke auf ihrem Weg (aus geniigend grofier Hohe)
zur Erde.

Wir fragen uns nun: Mit welcher Geschwindigkeit kann die Schneeflocke ma-
ximal zur Erde fallen?

In unserem Modell wollen wir beriicksichtigen, dass die Schneeflocke der
Gravitation unterworfen ist sowie Luftwiderstand und Auftrieb nicht ver-
nachlassigt werden konnen.

Dies fiihrt zu folgender Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit v der

Schneeflocke: J

—v
dt

wobei g die gegebene Fallbeschleunigung auf der Erde, [ und b strikt positive
Reibungskonstanten seien.

Zur Bestimmung der maximal moglichen Geschwindigkeit v,, € [0,00) be-
trachten wir folgenden Iterationsansatz: Wir starten mit einer Anfangsge-
schwindigkeit v* = v(t = 0) = 0 zur Zeit ¢ = 0 und berechnen die Ge-
schwindigkeit v,.1 nach n + 1 Zeitintervallen der Lénge At nach folgender

(t) = —b?(t) — lv(t) + g,

14
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Iteration:

U1 = —(ADB2 + (1 — (A, + (At)g  Vn € Ny, (1)

v = o° (2)

_ /12
Diese Iterationsvorschrift ist z.B. fiir At € (0, M] und Startwerte

124 dbg
w0 e 0, lz(AAt)tgl)] sinnvoll.
Welcher Wert ergibt sich durch die in (??7) und (??) gegebene Iterationsvor-
schrift fir v.?

Hinweis: Man suche Fixpunkte obiger Iteration. Dabei braucht man keine

Annahmen iiber At auszunutzen.

Antwortmoglichkeiten:

1
1. Uoo—%
2. v, — +oo falls n — oo

3. wenn M die Masse der Schneeflocke ist, dann gilt: v, = %M g*

5. v =~y B+ §
6. das héngt von der Fallhohe h ab: v, = v/2gh

7. vm:ﬁ(\/l—i—‘t—f’— )

1 1214
8. Voo = —55 T/ 32"

9. Vo =0

10. v = arctan(—2mbg)

15
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Projektbezug:

Das Aufstellen geeigneter Iterationsschemata und die Bestimmung ihrer Fix-
punkte ist ein essentielles Werkzeug der modernen Angewandten Analysis.
Im Projekt C14 des DFG Forschungszentrums MATHEON werden unter an-
derem derartige Methoden zur Losung Partieller Differentialgleichungen an-
gewendet, die dort aus der Modellierung der Tropfenbildung in halbleitenden
Kristallen hervorgehen.

16
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6 Der Terminplan des Weihnachtsmanns

Autor: Sebastian Stiller
Projekt: B15

6.1 Aufgabe

Wie kann der Weihnachtsmann in einer einzigen Nacht alle Kinder beschen-
ken? Manche behaupten, dies sei dadurch zu erklédren, dass in Wahrheit die
Eltern die Geschenke unter den Weihnachtsbaum legen. Dergleichen wollen
wir natiirlich nicht behaupten. Aber wir haben Grund zu der Annahme, dass
der Weihnachtsmann nach einem perfekten Terminplan vorgeht. Dieser Plan
und seine Ausfithrung miissen folgenden Vorgaben geniigen:

1. Damit er durch den Kamin hereinkommen kann, muss das Feuer recht-
zeitig geloscht werden. Das lédsst sich einrichten, allerdings nur, wenn
der Weihnachtmann keinesfalls frither in den Kamin steigt als angekiin-
digt - sonst verbrennt er sich die Hose.

2. Der Besuch beim ersten Kind kann nicht frither als £ Uhr und der beim
letzten nicht spéter als L Uhr eingeplant werden. Wenn es am Ende
doch spéter wird, ist das nicht schén, aber moglich (dazu kommen wir
noch). Wenn ein Besuch hingegen von vornherein schon spéter als L
Uhr eingeplant wiirde, hagelte es Beschwerden von Seiten der Eltern.

3. Fiir jeden Besuch eines Kindes nimmt sich der Weihnachtsmann 7" Mi-
nuten Zeit. Der Rentierschlitten ist so ungeheuer schnell, dass man die
Zeit zwischen den Besuchen vernachléssigen kann.

Soweit ist das alles noch ganz einfach zu planen, aber ...

4. ...selten, sehr selten, im Schnitt bei allenfalls einem von 500 Kindern
kommt es vor, dass sich die Sache schwieriger gestaltet und der Besuch
t Minuten langer dauert. Die Weihnachtsménner haben schon alles ver-
sucht, aber diese Félle lassen sich einfach nicht genauer vorhersagen.

Die vierte Vorgabe erkldart, weshalb sich der Weihnachtsmann manchmal
trotz seiner Planung verspatet: Es ist einfach nicht genug Zeitzwischen F
Uhr und L Uhr, um fiir alle Kinder 7"+ ¢ Minuten einzuplanen. Dennoch ist
der Terminplan im Sinne der folgenden Vorgabe perfekt:

17
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5. Im Erwartungswert soll die Summe der Wartezeiten aller Kinder mini-
mal sein. Dabei z&hlt jede Minute, die ein Kind auf den Weihnachts-
mann langer als vereinbart warten muss. Insbesondere macht es keinen
Unterschied, ob ein Kind bis nach L Uhr warten muss oder ein anderes
Kind vor L Uhr genauso lange wartet.

Eure Aufgabe ist es nun, einen solchen Terminplan fiir einen sehr einfachen
Fall zu erstellen. Nehmen wir an, der Weihnachtsmann méchte zehn Kinder
besuchen. Die Zeiten ¢ und 7T seien beide 30 (Minuten), £ gleich 3 (Uhr
nachmittags) und L gleich 8 (Uhr abends). Die Wahrscheinlichkeit, dass der
Besuch beim i-ten Kind 60 statt 30 Minuten dauert, ist unabhéngig vonein-
ander fiir alle ¢ gleich ﬁ. Mit A;,0 < i < 11, bezeichnen wir die verabredete
Ankunft beim i-ten Kind. Denkt daran, dass sich ein Weihnachtsmann nie-
mals frither als verabredet in einen Kamin schwingt.

Hier noch ein Hinweis: Die Wahrscheinlichkeit fiir einen 60- miniitigen Besuch
ist sehr gering. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei oder mehr der 10 Besuche
jeweils 60 Minuten dauern, ist sogar supergering! Sie ist so klein, dass man
sich fiir die Bestimmung der optimalen Losung nicht um die Falle kiimmern
muss, in denen mehr als ein Besuch 60 Minuten dauert. Man kann exakt
beweisen, dass diese Fille so unwahrscheinlich sind, dass sie die Lésung nicht
beeinflussen konnen. Thr diirft dies ohne Beweis annehmen.

Welcher Plan ist perfekt und wird vom Weihnachtsmann ausgeben?

Antwortmoglichkeiten:

Plan H Al ‘ A2 ‘ A3 ‘ A4 ‘ Ag, ‘ A6 ‘ A7 ‘ Ag ‘ Ag ‘ Alg
1 3:00 | 3:30 | 4:00 | 4:30 | 5:00 | 5:30 | 6:00 | 6:30 | 7:00 | 8:00
2 3:00 | 3:30 | 4:00 | 4:30 | 5:00 | 5:30 | 6:00 | 7:00 | 7:30 | 8:00
3 3:00 | 3:30 | 4:00 | 4:30 | 5:00 | 6:00 | 6:30 | 7:00 | 7:30 | 8:00
4 3:00 | 3:30 | 4:00 | 4:30 | 5:30 | 6:00 | 6:30 | 7:00 | 7:30 | 8:00
5 3:00 | 3:30 | 4:30 | 5:00 | 5:30 | 6:00 | 6:30 | 7:00 | 7:30 | 8:00
6 3:00 | 4:00 | 4:30 | 5:00 | 5:30 | 6:00 | 6:30 | 7:00 | 7:30 | 8:00
7 Keiner der angegebenen Pléne ist perfekt.
8 3:00 | 3:30 | 4:05 | 4:40 | 5:15 | 5:50 | 6:25 | 7:00 | 7:30 | 8:00
9 3:00 | 3:35 | 4:05 | 4:40 | 5:10 | 5:45 | 6:15 | 6:50 | 7:20 | 7:55
10 || 3:00 | 3:30 | 4:10 | 4:40 | 5:10 | 5:50 | 6:20 | 6:50 | 7:30 | 8:00

18
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Projektbezug:

Ubrigens, wir wissen aus sicherer Quelle, dass sich auch schon Verkehrsun-
ternehmen fiir die Planungskunst der Weihnachtsménner interessieren. Auch
bei Bussen und Bahnen zihlt jede Verspatungsminute, und natiirlich soll
kein Zug frither abfahren als angegeben. Thr kénnt Euch sicher vorstellen,
dass dies noch deutlich schwieriger ist, wenn man ein ganzes Netz von Fahr-
ten planen muss. Deshalb hat die Planungsabteilung der Weihnachtsménner
die Verkehrsbetriebe an die MATHEON-Forscher verwiesen.

19
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7 Identifizierung unartiger Kinder

Autoren: Stefan Hougardy, Stefan Kirchner, Mariano Zelke
Projekt: A5

7.1 Aufgabe

Wie jedes Jahr kurz vor Weihnachten ist der Weihnachtsmann wieder mal im
Stress, da die Geschenke rechtzeitig verteilt werden miissen. Vor sich hat er
einen grofien Sack mit Geschenken fiir die Lange Strale. Die Hausnummern
der Langen Strafle sind aufsteigend mit 1,2,3,4,... nummeriert. Auf jedem Ge-
schenk im Sack steht die Hausnummer geschrieben, damit der Weihnachts-
mann weifl, wo er das Geschenk abzuliefern hat. Die Menge der Hausnum-
mern auf den Geschenken im Sack bezeichnet der Weihnachtsmann als Menge
S.

Fiir zwei Hauser hat er kein Geschenk, die Kinder dort waren im vergangenen
Jahr nicht hinreichend artig. Fiir die restlichen Héuser ist jeweils genau ein
Geschenk im Sack.

Verstandlicherweise ist Knecht Ruprecht brennend an den beiden Hausern
mit den unartigen Kindern interessiert, darf er doch dort seine Ruten vertei-
len. Er dréingt den Weihnachtsmann dazu, die beiden fraglichen Hausnum-
mern herauszufinden. Dieser will gerne helfen, ist aber, wie gesagt, in Eile.
Daher hat er nur die Zeit, jede Hausnummer auf den Geschenken genau ein-
mal zu lesen. Erschwerend kommt hinzu, dass er ein miserables Gedéachtnis
hat, welches ihm nur gestattet, sich maximal vier Zahlen zu merken. Ande-
rerseits ist er aber ein hervorragender Kopfrechner, da er seit seiner Kindheit
zum einen sehr viel rechnen musste und es zum anderen noch keine Taschen-
rechner gab.

Es ist ihm klar, dass er die Anzahl der Pakete zéhlen muss. Mit welcher
zusétzlichen Strategie kann der Weihnachtsmann die beiden Hausnummern,
in denen die unartigen Kinder wohnen, zuverléssig rekonstruieren?

Antwortmoglichkeiten:

1. Das lasst sich nur beantworten, wenn im Voraus bekannt ist, wie viele
Hausnummern die Strafle hat.

20
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10.

. Er multipliziert die Hausnummern, die auf den Paketen stehen.

Fiir jede Hausnummer ¢, die im Sack vorkommt, berechnet er die i-te
Primzahl und summiert diese.

. Er summiert die Kubikzahlen der Hausnummern, die auf den Paketen

stehen.

. Er berechnet die beiden Zahlen ), i und ) .o 7T'(7). Dabei ist T'(7)

die kleinste Primzahl, die ¢ teilt. (T'(1) sei 1.)

Er summiert zum einen die Hausnummern und bildet zusatzlich die
Summe der Quadrate der Hausnummern, die auf den Paketen stehen.

Er berechnet Z‘,ﬂl k-o(k), wobei o(k) die Hausnummer auf dem k-ten
Paket ist, das er aus dem Sack zieht. (|S] ist die Anzahl der Elemente
der Menge S.)

Er summiert alle Hausnummern auf und sucht zusétzlich die grofite
und zweitgrofite Hausnummer heraus.

Fiir jede Hausnummer i berechnet er 2¢, falls i gerade und 3¢, falls ¢
ungerade ist und multipliziert diese Zahlen auf.

Der Weihnachtsmann kann Knecht Ruprecht nicht helfen.

Projektbezug:

Die Aufgabe stammt aus dem Bereich der Datenstrom-Algorithmen. Cha-
rakteristisch fiir diese Algorithmen ist, dass die Eingabe zu grof} ist, um sie
komplett im Arbeitsspeicher des Computers zu halten. Beispiele fiir solche
Eingaben sind grofle Netzwerke, wie sie in unserem Projekt vorkommen.
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8  Wunschzettel von Nele und Tim

Autorin: Anita Liebenau

8.1 Aufgabe

Des Weihnachtsmanns Helferselfen stobern in der Vorweihnachtszeit in jedem
Kinderzimmer, in jeder Ecke und in jeder Schublade, um alle Wunschzettel
zu finden und jeden Wunsch erfiillen zu konnen. Bei Nele und Tim findet ein

kleiner EIf aber nur diesen Wunschzettel mit einem Buchstabendurcheinan-
der:

S— 1
T |

S T

|
T |
/

[
\\
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| Wunschzettel von neje yng Tim

\ ("
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Er wundert sich, denn eigentlich konnen Nele und Tim schon lesen und schrei-
ben. Eine Notiz liegt daneben auf dem Schreibtisch:

”

%

9
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Aber ob die was zu bedeuten hat? Vielleicht konnt ihr ja dem kleinen Weih-
nachtself helfen.

Zu welcher Gruppe von Geschenken gehort der an der letzten Stelle auf dem
Wunschzettel stehende Wunsch?

Antwortmoglichkeiten:

1. Schokoladen
2. Spielzeuge
3. Schmuck

4. Bastelkésten
5. Schminke

6. PC-Zubehor

Kuscheltiere

® N

Sportgerite (Bille 0.A.)
9. Weihnachtsgebéck

10. Haustiere
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9 Bruchpilot Rudi

Autorin: Peggy Daume
Projekt: Z 1.1

9.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann hat in seinem Rentierstall ein besonders tollpatschiges
Rentier — Rudi. Rudi ist ein wahrer Bruchpilot. Besonders bei den Schlit-
tenlandungen auf den Déchern der zu Beschenkenden leiden der Weihnachts-
mann und die vielen schénen Geschenke. Dennoch hat der Weihnachtsmann
bekanntermafien ein gutes Herz und wird Rentier Rudi auch in diesem Jahr
wieder vor seinen Schlitten spannen. Doch der Weihnachtsmann hat aus den
Erfahrungen der letzten Jahre gelernt. Er mochte in jedem Fall enttduschte
Gesichter vermeiden.

Aus diesem Grund denkt er iiber die M6glichkeit nach, in diesem Jahr erstma-
lig eine spezielle Geschenke-Bruch-Versicherung fiir besonders wertvolle Ge-
schenke abzuschlielen. Dafiir hat er folgenden Einfall: Geht ein Geschenk ent-
zwei, stellt der Weihnachtsmann sofort einen Gutschein aus und verschenkt
diesen. Als kleines ,, Schmerzensgeld* soll der Gutschein mit einer Summe,
die 10% iiber dem urspriinglichen Wert des Geschenks liegt, versehen wer-
den. Das auf dem Gutschein stehende Geld mochte der Weihnachtsmann im
Schadensfall von der Versicherung ausbezahlt bekommen. Mit dieser Idee
wendet er sich an das Versicherungsunternehmen ,,FrohWeih“. Das Risiko,
das die Versicherung durch die Geschenke-Bruch-Versicherung eingeht, lasst
sich die Versicherung natiirlich mit einem Beitrag, der so genannnten Ver-
sicherungspréamie, bezahlen. Doch wie berechnet die Versicherung die Versi-
cherungspramie? Der Weihnachtsmann lésst sich dies erkléren:
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» Zur Berechnung der Versicherungsprimie missen wir alle madglichen Leis-
tungen betrachten, die von uns und von Dir erbracht werden. Klar sollte
zundchst sein, dass Du fiir die Geschenke-Bruch-Versicherung fiir jedes Ge-
schenk einmalig eine Prdamie zahlst. Die Pramie wird am 01. Dezember dieses
Jahres fillig. Fiir unsere Leistungen hingegen gibt es zwei mdgliche Szenari-
en:

— Das Geschenk geht bei keiner der Landungen kaputt. Dann erbringen
wir keine Leistung.

— Das Geschenk geht bei einer der Landungen kaputt. Dann zahlen wir
am 01. Januar des ndchsten Jahres die Versicherungssumme.

Unsere Leistungen sind also vom zufilligen Zerbrechen der Geschenke abhdn-
gig. Wir halten es daher fiir fair, wenn Du als Versicherungsprdmie gerade so
viel bezahlst, wie wir an Leistung durchschnittlich zahlen. Das bedeutet: Ist X
die Versicherungssumme (= Betrag, den Du nach Eintreten des Schadensfalls
ausbezahlt bekommst), dann berechnen wir die Versicherungsprimie P mit
der folgenden Formel

P=p - X+p-X+...+p, - X.

Dabei ist py die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Geschenk bei der ers-
ten Landung zerbricht, ps die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Geschenk
bei der zweiten Landung zerbricht, sofern es nicht schon bei der ersten Lan-
dung zerbrach usw. Dahinter steckt die Erwartung, dass wir eine Unmenge
von Versicherungen dieser Art verkaufen und sich die Schadensfille mit den
Nichtschadensfille ausgleichen, so dass wir im Durchschnitt weder Verlust
noch einen Gewinn machen. Um aber die durchschnittliche Leistung berech-
nen zu kénnen, brauchen wir Aussagen dariber, mit welcher Wahrscheinlich-
keit ein Geschenk zerbricht. Ohne diese kénnen wir leider keine Versicherung
abschliefsen.

Gliicklicherweise hat der Weihachtsmann in den letzten Jahren genauestens
dariiber Buch gefiihrt, wie viele Geschenke bei einer bestimmten Landung
kaputt gegangen sind. So sind z. B. bei der ersten Landung insgesamt 0,33%
aller Geschenke kaputt gegangen. Von den ganz gebliebenen und bei der
ersten Landung nicht verschenkten Geschenken haben bei der zweiten Lan-
dung 0,42% einen Defekt erlitten. Da der Weihnachtsmann bekanntermaflen
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sehr viele Geschenke verteilt, konnen die in der nachfolgenden Tabelle an-
gegebenen relativen Haufigkeiten auch als Wahrscheinlichkeiten interpretiert
werden. Der Weihnachtsmann kann der Versicherung also die notwendigen
Daten zur Bestimmung der Versicherungspriamie liefern.

Landung 1 2 3 4 D
Relative Haufigkeit 0,0033 0,0042 0,0065 0,0119 0,0271

Der Weihnachtsmann denkt einen Moment {iber den Vorschlag der Versi-
cherung nach. Eigentlich ist er mit dem Angebot zufrieden, allerdings ist er
der Meinung, dass die Versicherung ein kleines Detail tibersehen hat. Der
Weihnachtsmann soll die Versicherungspréamie bereits am 01. Dezember zah-
len, wird aber im Schadensfall erst einen Monat spéter am 01. Januar das
Geld fiir die zerstorten Geschenke erhalten. Er denkt, dass dies unfair ist,
da die Versicherung noch einen Monat lang Zinsen erhélt (Jahreszinssatz 3%
bei monatlicher Verzinsung mit Zinseszins und linearer Verzinsung, d. h. bei
Jahreszinssatz von i% betrigt Monatszinssatz -5%) und erst dann die Ver-
sicherungssumme zahlen muss. Diesen Vorteil auf Seiten der Versicherung
mochte der Weihnachtsmann bei der Berechnung der Versicherungspréimie
beriicksichtigt wissen und schléigt daher vor, dass durch so genanntes Abzin-
sen auf den Zeitpunkt des Vertragsabschlusses die Leistungen der Versiche-
rung und des Weihnachtsmannes vergleichbar gemacht werden.

Wie grof} ist die Differenz (bzw. der Betrag der Differenz) zwischen den zwei
vorgeschlagenen Versicherungspramien, wenn der Weihnachtsmann ein Ge-
schenk im Wert von €5.000,00 versichern mochte, das nach der vierten Lan-
dung verschenkt wird?

Antwortmoglichkeiten:

1. €0,71
2. €0,15
3. €0,36
4. €0,32
5. €4,15
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6. €0,73
€397

® N

€427
9. €0,16
10. €1,96

Projektbezug:

Diese Aufgabe stammt aus dem Bereich der Versicherungsmathematik, die
einen Teil der stochastischen Finanzmathematik ausmacht. So wie in die-
ser Aufgabe die Versicherungspramie fiir eine Geschenke-Bruch-Versicherung
bestimmt wird, werden in der Realitdt Pramien fiir Lebensversicherungen
berechnet. Themen der stochastischen Finanzmathematik sind zum Teil sehr
gut fiir den Mathematikunterricht der Sekundarstufe II geeignet. In dem
MATHEON-Projekt G2 der ersten Férderperiode wurden drei Unterrichtsein-
heiten mit entsprechenden Materialien zur stochastischen Finanzmathematik
entwickelt und erprobt.

27



Mk o Snmstecnacson Digitaler Adventskalender

10 Schlittenbeladung einmal anders

Autoren: Falk Ebert, Anita Liebenau
Projekt: D13

10.1 Aufgabe

Alle Geschenke sind verpackt, die Rentiere gefiittert, des Weihnachtsmanns
Schuhe geputzt. Nun miissen nur noch die Schlitten mit den Geschenken be-
laden werden. 8 Schlitten gilt es mit Spielzeugautos, Béllen, Puppen, Scho-
kolade, Lakritze und Kuscheltieren zu beladen. Die folgende Tabelle gibt die
gewiinschte Bepackung der 8 Schlitten an:

Sy Sy S3 Si S5 S¢ St Ss

Auto 5 4 2 4 2 5 2 5

Bal 2 4 2 4 §&8 2 2 2

Puppe 4 5 3 4 4 4 1 4
Schokolade 5 4 2 4 2 5 2 5
Lakritze 5 4 2 3 2 5 2 6
Kuscheltier 3 4 2 4 6 3 2 3

D.h., auf Schlitten 1 sollen fiinf Autos, zwei Bélle, vier Puppen, fiinfmal
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Schokolade, fiinfmal Lakritze und drei Kuscheltiere liegen.

Nun gibt es beliebig viele Wichtel, die diese Schlitten bepacken kénnen. Al-
lerdings sind in diesem Jahr viele neue Geschenke zu bauen, fiir die man
gern einige der Wichtel abziehen mochte. Weiterhin wird fiir die Wichtel ein
Arbeitsplan festgelegt.

e Ein Wichtel bewegt sich immer von einem Schlitten ins Geschenkelager
oder vom Lager zu einem Schlitten.

e Das Lager hat mehr als genug Geschenke jeden Typs vorrétig.

e Ein Wichtel kann beliebig oft hin und her laufen und beschwert sich
niemals dariiber.

e Die Reihenfolge, in der die Wichtel an den Schlitten ankommen, ist
prinzipiell egal.

e Jeder Wichtel kennt nur ein bestimmtes Muster, Geschenke zu trans-
portieren: Ein Wichtel geht stets vom Lager zum Schlitten und zuriick
oder vom Schlitten zum Lager und dann zuriick zum Schlitten. Dabei
nimmt er eine feste Anzahl jedes Geschenktyps von seinem Startpunkt
mit und deponiert sie am Ziel und eine feste Anzahl jedes Geschenktyps
von seinem Zielpunkt wieder zum Startpunkt zuriick. Alle Anzahlen
konnen auch null sein.

e Ein Wichtel ist auch nur ein Mensch und kann von jedem Typ nicht
mehr als zwei Geschenke tragen.

Beispiel

Wichtel Arvin tragt stets zwei (Spielzeug-)Autos und eine Puppe, sonst
nichts. Egal wie oft er vom Lager zu einem Schlitten lduft, auf diesem Schlit-
ten sind dann stets doppelt so viele Autos wie Puppen. Wenn man eine gleiche
Anzahl dieser beiden Geschenke auf einem Schlitten benétigt, reicht Arvin
also nicht aus. Kommt jetzt Wichtel Berit dazu, kann diese den Schlitten
eventuell korrigieren. Berit trigt stets ein Auto hin und eine Puppe zuriick,
egal von wo nach wo. Wenn jetzt auf einem Schlitten drei Autos und drei
Puppen liegen sollen, so reicht es, Arvin zweimal vom Lager zum Schlitten
laufen zu lassen (vier Autos, zwei Puppen) und Berit einmal vom Schlitten
zum Lager. Berit nimmt vom Schlitten ein Auto weg, schafft es ins Lager und
holt von dort eine Puppe und legt sie auf den Schlitten. Mit diesen beiden
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Wichteln kann man den Schlitten also korrekt beladen, mit nur einem der
beiden nicht.
Diese beiden konnen auch beim Beladen der anderen Schlitten helfen, even-
tuell braucht man aber noch mehr Wichtel, um alle Schlitten korrekt beladen
zu konnen. Je weniger man braucht, desto besser.
Aufgabe
I Man méchte so wenig wie moglich Wichtel einsetzen. Wie viele Wichtel
benotigt man mindestens, um die 8 Schlitten korrekt zu bepacken?
IT Léasst man bei der Gesamtbeladung kleine Abweichungen zu (d.h. auf
jedem Schlitten darf genau ein Geschenk zu wenig oder zu viel sein),

wie viele Wichtel bendtigt man dann fiir die Beladung mindestens?

Antwortmoglichkeiten:

1. korrekt 5, mit Abweichung 3
2. korrekt 7, mit Abweichung 6
3. korrekt 4, mit Abweichung 3
4. korrekt 6, mit Abweichung 7
5. korrekt 4, mit Abweichung 4
6. korrekt 5, mit Abweichung 4
7. korrekt 5, mit Abweichung 2
8. korrekt 6, mit Abweichung 3
9. korrekt 4, mit Abweichung 2

10. korrekt 6, mit Abweichung 4
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Projektbezug:

Die Aufgabe hat ihren mathematischen Hintergrund in einer Problemstel-
lung, die sich Modellreduktion nennt. Dabei geht es darum grofie mathemati-
sche Probleme so umzuformulieren, dass sie mit moglichst wenig Unbekann-
ten auskommen. Das hat den Vorteil, dass diese Aufgaben fiir einen Compu-
ter schneller 16sbar sind und auch noch weniger Speicherplatz verbrauchen.
Unter Umstdnden nimmt man fiir so einen Gewinn an Geschwindigkeit beim
Losen der Aufgaben auch kleine Fehler in Kauf - allerdings nur, solange man
weifl, wie grofl die Fehler maximal werden konnen. Modellreduktion wird in
der Projektgruppe D13 zum Beispiel fiir Gleichungen aus der Schaltkreissi-
mulation untersucht.

31



Mk o Snmstecnacson Digitaler Adventskalender

11 Ausstellung der Weihnachtsbéren

Autor: Thilo Rorig

11.1 Aufgabe

Fiir eine Ausstellung sollen in der Adventszeit 24 Weihnachts-Buddybéren
in einem Raum aufgestellt werden. Die Béren sind auf drei verschiedene Bo-
denplatten der folgenden Formate montiert:

1,5m 1 o 1,55m L 1G4+v2— B
1m Typ A 1m\ Typ B im Typ C
1,45m | ) 1%(3_m)1

Der Raum ist 12m x 12m grof. In der Mitte des Raumes befindet sich ein
riesiger Weihnachtsbaum mit 4, 5m Durchmesser. Damit man sich sowohl
den Weihnachtsbaum, als auch die Béaren gemiitlich anschauen kann, soll der
Abstand zwischen dem Weihnachtsbaum und den Bodenplatten der Béren
mindestens 2m betragen (siche Skizze). Auflerdem sollen die Platten Kante
an Kante verlegt werden, d.h., die jeweils 1m langen Kanten der Bodenplat-
ten werden so aneinander gelegt, dass die Béaren einen geschlossenen ,, Kreis“
bilden. Auch die Béren sollen die Adventsstimmung genielen und in Rich-
tung Weihnachtsbaum schauen, d.h.; die schmalen Seiten der trapezformigen
Bodenplatten zeigen in Richtung Weihnachtsbaum.
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Wie viele Bodenplatten von den jeweiligen Sorten benotigt man fiir die Auf-
stellung der Béaren?
Antwortmoglichkeiten:

1. 8 Platten von Typ A, 8 Platten von Typ B, 8 Platten von Typ C
2. 0 Platten von Typ A, 12 Platten von Typ B, 12 Platten von Typ C
3. 0 Platten von Typ A, 24 Platten von Typ B, 0 Platten von Typ C
4. 20 Platten von Typ A, 0 Platten von Typ B, 4 Platten von Typ C
5. 12 Platten von Typ A, 6 Platten von Typ B, 6 Platten von Typ C
6. 4 Platten von Typ A, 10 Platten von Typ B, 10 Platten von Typ C
7. 12 Platten von Typ A, 0 Platten von Typ B, 12 Platten von Typ C
8. 8 Platten von Typ A, 4 Platten von Typ B, 12 Platten von Typ C
9. 6 Platten von Typ A, 6 Platten von Typ B, 12 Platten von Typ C

10. 16 Platten von Typ A, 0 Platten von Typ B, 8 Platten von Typ C

Projektbezug:
Bei der Aufgabe handelt es sich um eine Vereinfachung eines realen Pro-
blems, das es bei der Aufstellung der United Buddy Bears auf dem Wiener
Karlsplatz gab.
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12 Statistische Tests

Autor: Karsten Tabelow
Projekt: A3 ,,Image and Signal Processing in medicine and biosciences”

12.1 Aufgabe

Auch Wichtel, die fleiffigen Helfer des Weihnachtsmannes, sind vernascht
und so kam es, dass kurz vor dem Heiligen Abend 100 Schokoladenweih-
nachtsménner fehlten, die doch eigentlich zum Verteilen an die Kinder ge-
dacht waren. Traurig, aber wahr: Es musste herausgefunden werden, wer
dem Duft der Schokolade nicht hatte widerstehen kénnen. 100000 Wichtel
waren verdachtigt, doch alle beteuerten ihre Unschuld! Es gab sogar einige
Wichtel, die in den hinteren Reihen kicherten, passierte dies doch nicht zum
ersten Mal! Doch Erfahrung macht ja bekanntlich klug, und so gab es in die-
sem Jahr einen komplizierten Test, mit dem herausgefunden werden konnte,
ob ein Wichtel die Schokolade genommen hatte. Der Test besteht aus einer
langen und komplizierten Prozedur aus Abkitzeln, Wiegen, und Ohrenlang-
ziechen. Wie bei jedem Test, bei dem der Zufall eine Rolle spielt, gibt es
eine positive Wahrscheinlichkeit a dafiir, dass ein unschuldiger Wichtel fiir
schuldig befunden wird. Dies sind sogenannte falsch positive Testergebnis-
se. Gliicklicherweise kann durch intensiveres und vor allem léngeres Kitzeln
die Empfindlichkeit des Tests so eingestellt werden, dass ein beliebig kleiner
Wert von a erreicht wird.

Wie gro8 muss a gew#hlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit, dass bei
den einhunderttausend gekitzelten Wichteln mindestens ein Test ein falsch
positives Ergebnis liefert, nur 1% ist?

Hinweis: Es sollte gerundet werden!

Antwortmoglichkeiten:

1. 0.01%
2. 99.5%

3. 0.0000007%
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4. 1%

5. 0.56%

6. 0.00001%
7. 50%

8. 3.2%

9. 0.2%

10. 23.5%

Projektbezug:

Vor solchen multiplen Testproblemen steht man in der funktionellen Magne-
tresonanztomographie, mit der untersucht wird, welche Bereiche des Gehirns
fiir eine bestimmte kognitive Leistung verwendet werden. Dabei muss ent-
schieden werden, ob ein bestimmes kleines Volumenelement des Gehirns (ein
Voxel) wihrend des Experiments aktiv wahr. Diese Entscheidung muss so
empfindlich sein, dass im ganzen Gehirn nur ein festzulegender Anteil an
falsch positiven Entscheidungen auftritt, weil sonst die Zahl der falsch posi-
tiven Voxel die Zahl der aktivierten bei weitem iibersteigen kann.

Das Projekt A3 im MATHEON beschiftigt sich mit Glattungsmethoden, mit
denen diese Entscheidung noch wesentlich verbessert werden kann.
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Autorin: Elena Virnik
Projekt: A9

13.1 Aufgabe

Wir haben ein vereinfachtes Schachbrett, siehe Abbil-
dung links. Der Springer beginnt seine Tour in der
rechten unteren Ecke. In jedem Zug springt er entwe-
der auf eines der moglichen Felder oder er verbleibt da,
wo er gerade ist. Welche der Antwortméglichkeiten ist
die beste Niaherung (da gerundet) an die Wahrschein-
lichkeit, dass der Springer sich nach 2006 Ziigen wieder
im Startfeld unten rechts befindet?

Kleine Erinnerung an die Schachregeln: der Springerzug geht so...
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Antwortmoglichkeiten:

1. 11,11%
2. 16,67 %
3. 22,22%
4. 12,5%
5. 33,33%
6. 37,5%
7. 44,44%
8. 25%

9. 55,56%
10. 52,5%

Projektbezug:

Waihrend man diese Aufgabe auf einem 3x3 Schachbrett durch Nachden-
ken 16sen kann, wird man beim 4x4 Fall, oder gar erst auf einem richtigen
Schachbrett schnell merken, dass man ohne die Hilfe eines Computers nicht
auskommt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich als ein sogenannter endlicher
homogener Markov-Prozess modellieren. Dies ist ein spezieller stochastischer
Prozess mit der folgenden charakteristischen Eigenschaft: Es gibt n verschie-
dene Zustinde. Der Ubergang von einem Zustand in einen anderen hingt
ausschlieflich von der Ubergangswahrscheinlichkeit ab und nicht von dem
Zeitpunkt, zu dem der Ubergang passiert. Schreibt man die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten in eine Matrix, so kann man den Vektor mit dem Aus-
gangszustand 2006 mal mit der Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten
multiplizieren und erhélt so die Losung. Allerdings geht es auch einfacher!
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14 Knecht Ruprechts Billardproblem

Autor: Martin Weiser
Projekt: Al

14.1 Aufgabe

Seit Knecht Ruprecht letztes Jahr zu Weihnachten einen perfekten Billard-
tisch geschenkt bekommen hat, auf dem die exakt runden Kugeln reibungsfrei
und geradlinig rollen, vertreibt er sich das Warten auf die diesjahrige Advent-
szeit damit, besonders schwierige Stoe zu iiben. Auf der Diagonale des Ti-
sches verteilt er gleichméfig 3 Kugeln, so dass deren Mittelpunkte Absténde
von 50cm haben. Mit einem gut gezielten Stofi des Queues auf die erste Kugel
mochte er alle der Reihe nach anstoflen, so dass die dritte Kugel schliellich
in die 1m entfernte Ecktasche rollt. Nun ist zwar der Billardtisch perfekt,
Knecht Ruprecht aber nicht — er hélt das Queue niemals perfekt entlang
der Diagonale. Welche Winkelabweichung (in Grad) darf er sich hochstens
erlauben, damit die letzte Kugel tatséchlich in die Tasche rollt?

Ubrigens: Billardkugeln haben einen Durchmesser von 57,2mm, wéhrend die
Ecktaschen eine Breite von 1lcm aufweisen. Um tatséchlich in die Eckta-
sche zu gelangen, muss die Kugel in ihrer ganzen Breite hineinpassen (so wie
im Bild) — Reflexionen an den Taschen-Eckpunkten fithren nicht zum Erfolg.

Antwortmoglichkeiten:

1. 0.0003
2. 0.001
3. 0.003
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4. 0.01
5. 0.03
6. 0.1
7. 0.3

10. 10

Projektbezug:

Die Fehlerfortpflanzung zu beriicksichtigen ist bei allen numerischen Simu-
lationen wichtig. So hat die Dynamik von Molekiilbewegungen, wie sie am
MATHEON bearbeitet wird, durchaus Ahnlichkeit mit diesem Billardproblem.
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15 Das morgendliche Briickenritual

Autor: Oliver Sander
Projekt: A2

15.1 Aufgabe

N PN
o] i
& : & i
o . oq )
a b Neumannien a b Neumannien
Dirichland Dirichland

.

Abbildung 3: Links: Mogliche Ausgangssituation; rechts: Gesuchte Losung
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S 5]
far : i i
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a b Neumannien a b Neumannien
Dirichland Dirichland
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Abbildung 4: Links: Mogliche Briickenpositionen nach Schritt 2; rechts:
Briicken nach Schritt 3

Die Staatsgrenze zwischen Dirichland und Neumannien liegt in einer tie-
fen Schlucht. Genaugenommen liegt sie a Meter von der dirichlédndischen
Schluchtseite und b Meter von der neumannischen Schluchtseite weit weg.
Die Schlucht ist also a + b Meter breit. Obendrein ist die neumannische Seite
¢ Meter hoher als die dirichlédndische.
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Die einzige Moglichkeit die Grenze zu iiberschreiten, bilden 2 Zugbriicken,
eine dirichldndische und eine neumannische. Diese sind nicht nur schwenk-
bar, sondern kénnen auch in der Lénge verstellt werden. Im Prinzip kénnen
sie beliebig lang werden. Aus politischen Griinden darf allerdings kein Land
seine Briicke soweit verldngern, dass sie iiber die Staatsgrenze hinausragt.
Deswegen ist Kooperation notwendig. Damit der Grenziibergang passierbar
ist, miissen beide Zugbriicken so eingestellt werden, dass sie sich an der exak-
ten Staatsgrenze treffen und eine gerade Linie bilden. Da die Briicken nachts
hochgezogen werden, muss die richtige Position jeden Morgen neu eingestellt
werden. Dazu bedient man sich eines jahrtausendealten, ehrwiirdigen Rituals.

1. Die beiden Briicken werden in eine beliebige, nichtsenkrechte Position
gezogen und so verldngert, dass sie bis zur Staatsgrenze reichen (wir
gehen davon aus, dass weder die eine noch die andere Briicke zufillig
sofort die korrekte Position einnimmt).

2. Die dirichléndische Briicke wird so eingestellt, dass sie die neumannische
an der Grenzlinie trifft.

3. Die neumannische Briicke wird so eingestellt, dass sie die gleiche Stei-
gung hat wie die dirichldndische und wird dann wieder bis zur Grenze
verléangert.

4. Falls die zwei Briicken jetzt eine gerade Linie bilden, wird das Ritual
abgebrochen.

5. Ansonsten zuriick zu 2.

Funktioniert dieses Ritual iiberhaupt?

Antwortmoglichkeiten:

1. Ja, das Verfahren wird nach hochstens 96 Schritten mit der richtigen
Losung beendet.

2. Ja, das Verfahren wird nach mindestens 96 Schritten mit der richtigen
Losung beendet.

3. Das Verfahren wird nie beendet, aber die Position der Briicken wird
immer besser.
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4. Das Verfahren wird nie beendet und die Position der Briicken wird
nicht besser.

5. Das Verfahren bricht nie ab, aber falls a > b, so wird die Position der
Briicken immer besser.

6. Das Verfahren bricht nie ab, aber falls ¢ > a + b, so wird die Position
der Briicken immer besser.

7. Das Verfahren wird mit der korrekten Losung beendet, falls der Hohen-
unterschied zwischen den Briickenenden am Anfang nicht mehr als ¢
betragt.

8. Das Ritual bricht nie ab, aber die Position der Briicken wird immer bes-
ser, falls der Hohenunterschied zwischen den Briickenenden am Anfang
mehr als ¢ 4+ a + b betrégt.

9. Das Verfahren bricht nie ab, aber falls a < b, so wird die Position der
Briicken immer besser.

10. Das Verfahren wird nie beendet, aber die Losung wird immer besser,
wenn beide Briicken am Anfang eine Ausgangslage haben, die nicht
waagerecht ist.

Projektbezug:

Diese Aufgabe ist ein einfaches Beispiel eines sogenannten Gebietszerlegungs-
verfahrens. Wie der Grenziibergang im obigen Beispiel, der aus politischen
Griinden aus zwei Briicken statt einer einzigen bestehen muss, so zerfallen
auch bei manchen physikalischen Problemen die betrachteten Rechengebiete
auf natiirliche Weise in Teilgebiete. Es ist dann moglicherweise einfacher, die
Teilprobleme mehrfach unter Beriicksichtigung der neuesten Ergebnisse auf
den Nachbargebieten zu berechnen, als das komplette Problem als Ganzes zu
betrachten.

Im MATHEON-Teilprojekt A2 wird das mechanische Verhalten von mensch-
lichen Kniegelenken untersucht. Dabei kénnte man das gesamte Knie als
ein Objekt betrachten. Tatséchlich bestehen Knie aber aus unterschiedlichen
Teilen, wie z.B. den Knochen, Menisken, Muskeln, Adern, etc. Diese ver-
halten sich mechanisch sehr unterschiedlich. Es ist vergleichweise einfach,
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fiir jedes einzelne Teilgebiet das mechanische Verhalten zu simulieren, wenn
die Losung fiir die umliegenden Gebiete bekannt ist. Darum ist ein Gebiets-
zerlegungsansatz eine gute Moglichkeit, das Gesamtsystem zu simulieren. Es
werden, ausgehend von einer beliebigen Startlosung, immer wieder abwech-
selnd die einzelnen einfachen Teilprobleme geldst. Da sich mit jeder einzel-
nen Losung die Randwerte fiir die angrenzenden Gebiete verbessern, erwartet
man, dass auch das Gesamtsystem auf eine Losung zustrebt.
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16 Weihnachtsbaumfillen

Autor: Dietmar Homberg
Projekt: C11

16.1 Aufgabe

In diesem Jahr hilft Rut ihrem Vater, einen Weihnachtsbaum zu besorgen.
Sie fahren mit ihrem blauen Auto zu einem 2 x 5 km groflen rechteckigen
Waldstiick. Dort finden Sie einen schénen Baum, ségen ihn ab und machen
sich auf den Weg zuriick zum Auto. Der Baum ist schwer und das Gehen
im Wald ist mithsam, deshalb kommen sie im Wald nur mit einer Geschwin-
digkeit von 3 km/h voran. Leider hat Ruts Vater kein gutes Orientierungs-
vermogen, so dass sie statt am Auto an der diagonal entgegengesetzten Ecke
des Waldes landen, und zwar genau um 15:16 Uhr. Leider wird um genau
17:00 Uhr der Parkplatz automatisch geschlossen. Wenn die beiden auflen
um den Wald laufen, kommen sie schneller voran (ndmlich mit v = 4 km/h).
Trotzdem schaffen sie es dann nicht, bis 17:00 Uhr am Auto zu sein. Wenn sie
den kiirzesten Weg diagonal durch den Wald nehmen, dauert es noch langer.
Nach einer Minute (seien wir optimistisch!) hat sich Ruts Vater einen opti-
malen Weg zum Auto iiberlegt. Kénnen die beiden es schaffen, rechtzeitig
am Auto zu sein?
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Antwortmoglichkeiten:

10.

. Nein, jeder Weg dauert mindestens 1 h 45 min.

. Nein, jeder Weg dauert mindestens 1 h 45 min 6 s.

Nein, bei dem schlechten Orientierungsvermogen von Ruts Vater kénnen
sie es sowieso vergessen.

. Nein, Rut ist von Papas Rechenkiinsten nicht iiberzeugt und will mit

dem Taxi nach Hause fahren.

. Nein, sie kommen erst um 17:02 Uhr beim Auto an.

Ja, aber nur, weil das Parkplatztor klemmt und nicht zugeht.
Ja, sie haben sogar noch 1,5 min Zeit, vom Parkplatz zu fahren.
Ja, sie kommen genau um 16:59 Uhr am Parkplatz an.

Ja, aber nur, weil sie unterwegs den Forster treffen, der ihnen hilft, den
Baum zu tragen, so dass sie mit 6 km/h vorwérts kommen.

Ja, sie kommen locker 15 min vor Schliefung an und kénnen in Ruhe
noch einen Spekulatius essen.

Projektbezug:

Die Losung der Aufgabe ist ein Spezialfall des aus der Physik bekannten
Fermat’schen Prinzips. Demnach nimmt das Licht immer den zeitminimalen
Weg, um von einem Punkt A zu einem Punkt B zu kommen.

Im MATHEON wird in Projekt C11 untersucht, wie ein Bauteil optimal mit
Laserlicht bestrahlt werden kann, um bestimmte Strukturédnderungen, z. B.
das Anschmelzen der Oberfliche hervorzurufen.
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17 Geschenke

Autor: Stefan Korkel
Projekt: C12

17.1 Aufgabe

Im Turnverein von Berlin-Adlershof ist Weihnachtsfeier fiir die kleinen Ver-
einsmitglieder. Dafiir wird der Weihnachtsmann engagiert. Sieben Kinder
wurden zur Feier angemeldet, deshalb bringt der Weihnachtsmann sieben
Geschenke mit. Zwei Kinder fiirchten sich aber so, dass sie an diesem Tag
krank werden und deshalb nicht zur Feier kommen. Der Weihnachtsmann hat
nun sieben (unterschiedliche) Geschenke fiir fiinf Kinder. Wieviele verschie-
dene Moglichkeiten hat er, die Geschenke so zu verteilen, dass jedes Kind
mindestens ein Geschenk bekommt?

Antwortmoglichkeiten:

1.5

2.7

3. 12

4. 21

5. 35

6. 2520
7. 16800
8. 16807
9. 78125
10. 604800
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18 Die Elfenstadt

Autoren: Gregor Wiinsch, Janina Brenner, Christian Liebchen
Projekte: B 15, B 16

18.1 Aufgabe

Die wichtigsten Helfer des Weihnachtsmanns, die Elfen, haben ein Problem!
Ihr Land wurde iiberschwemmt. Trotzdem lassen die 64 Elfenfamilien den
Kopf nicht héngen. Da Elfen ihre Hauser traditionell auf Pfeilern {iber dem
Boden bauen, ist zum Gliick alles trocken geblieben. Sie bauen flink fiir jede
Familie ein Boot und méchten auflerdem Stege bauen, so dass jedes Haus von
jedem anderen Haus entlang eines Weges aus Stegen erreichbar ist. Soweit so
gut!

Da ihr Land nach der Uberschwemmung jedoch mitten im Meer liegt, denken
sich die schlauen Elfen Folgendes: , Wir miissten die Stege so bauen, dass man
vom Meer aus jede Stelle unseres Landes mit dem Boot erreichen kann.“
Das heifit, es sollte kein Gebiet durch einen Kreis von Stegen eingeschlossen
werden. Und so fangen die Elfen an zu bauen. Schon nach wenigen Tagen ist
die Verbindung aller Hauser mit Stegen vollbracht. Die Losung der Elfen ist
in der Abbildung ?7? skizziert.

Doch gerade als sie fertig sind, merken die Elfen, dass sie etwas Wichtiges
nicht bedacht haben: Fiir die Elfenkinder, die noch nicht alleine mit den
Booten fahren diirfen, sind die Stege die einzige Moglichkeit, um die Hauser
ihrer Freunde zu erreichen. Mit der jetzigen Konstruktion sind viele dieser
Wege sehr, sehr lang!

Die meisten Elfenkinder haben sich vor der Uberschwemmung mit den Nach-
barkindern angefreundet. Und jetzt fiihrt zum Beispiel der Weg von Elfriede
aus dem griinen Haus zu Elvira im gelben Haus, die vorher direkt benachbart
waren, iiber 23 Stege. Das gefillt den Elfen nicht! Sie beschlielen, die Stege
noch einmal neu zu platzieren, diesmal jedoch besser:

Fiir Elfenfamilien, die horizontal oder vertikal direkt nebeneinander woh-
nen, soll die durchschnittliche Entfernung zwischen ihren H&usern, gemes-
sen in der Anzahl der Stege, moglichst klein werden. Zwei Héuser, die durch
einen Steg verbunden sind, haben zum Beispiel Entfernung 1. Die Entfernun-
gen zwischen den Héusern aller anderen Familien, also zwischen solchen, die
,Diagonalnachbarn® oder gar keine Nachbarn sind, sollen nicht beriicksichtigt
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Abbildung 5: Das Elfenreich mit 64 Familien.

werden.

In einer kleineren Elfenstadt sdhe die Stegkonstruktion vielleicht so aus wie in
Abbildung ??. Die relevanten Entfernungswerte ergeben eine Summe von 22.
Tipp: Die angegebene Konstruktion ist nicht optimal!

Abbildung 6: Ein kleines Beispiel.

Kannst du den Elfen helfen, die beste Moglichkeit fiir die Konstruktion der
Stege zu finden? Achtung: Stege konnen nur horizontal oder vertikal zwi-
schen benachbarten Hédusern gebaut werden; diagonal benachbarte H&user
kénnen nicht direkt verbunden werden. Man kann sich leicht iiberlegen, dass
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es gleichbedeutend ist, die durchschnittliche Entfernung oder die Summe der
Entfernungen zu minimieren. Welches ist die kleinste der unten stehenden
Summen von Entfernungen, die die Elfen erreichen kénnen?

Antwortmoglichkeiten:

1. 273
2. 294
3. 280
4. Die erste Losung der Elfen war schon optimal.
5. 251
6. 210
7. 336
8. 230
9. 276
10. 217
Tipp: Hilft es, die Entfernungen der Hauser zum offenen Meer per Boot zu

minimieren?

Projektbezug:

Zum einen handelt es sich bei der Suche nach den beschriebenen Strukturen
um ein spannendes Forschungsthema (aufspannende Biume in Gittergra-
phen, die eine minimale strikt fundamentale Kreisbasis induzieren). So ist
aktuell nicht einmal bekannt, ob iiberhaupt erwartet werden darf, dass es
ein effizientes Verfahren geben kann, mit dem fiir ein Gitter beliebiger (aber
fester) Grofie der beste solche Baum konstruiert werden kann.

Zum anderen haben sich derartige Kreisbasen in der Vergangenheit als sehr
hilfreich bei der Berechnung von Taktfahrpldnen mit minimaler netzweiter
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Umsteigewartezeit erwiesen, vgl. MATHEON-Projekt B15: Je kiirzer die Sum-
me aller “Pfade auf Stegen”, desto weniger Moglichkeiten sind bei der Suche
nach dem besten Fahrplan zu betrachten.

Nun mogt ihr einwenden, dass Verkehrsnetze im Allgemeinen deutlich anders
aussehen als im Elfenland. Dann werft aber am besten einfach 'mal einen
Blick auf http://www.mta.nyc.ny.us/nyct/maps/subwaymap.pdf, wo ihr
zumindest fiir Teilbereiche ganz dhnliche Strukturen entdecken werdet.
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19 Neue Briicken

Autoren: Falk Ebert, Anita Liebenau
Projekt: D13

19.1 Aufgabe

Paranagua

Festland

Im Weihnachtswunderland ist der Notstand ausgebrochen. Auf den 10 Inseln
Adamah, Kah Nub, Seidenfarn, Saphira, Terrabuona, Paranagua, Robina,
Volcano, Green Crunt und Alltidgronn packen die kleinen Weihnachtswich-
tel eigentlich immer die vielen Geschenke ein. Nun wurde aber kurz vor dem
Heiligen Abend festgestellt, dass die Verbindungsbriicken zwischen den In-
seln entweder labil (L) oder instabil (i) sind. Bevor die Rentiere die vielen
Geschenke zu ihren Bestimmungsorten bringen kénnen (iiber dem Inselatoll
darf nicht geflogen werden!), miissen die alten Briicken durch stabile ersetzt
werden.

Dabei sind nun einige Regeln zu beachten:
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I Da man instabile Briicken gar nicht mehr betreten kann, kénnen an
solchen Stellen auch keine stabilen gebaut werden.

IT Wird eine labile Briicke durch eine stabile ersetzt, so muss eine Schnitt-
linie durchs Atoll gezogen werden, die die Inselgruppe in zwei Teile
zerlegt (das Festland darf als Insel betrachtet werden). Diese Schnitt-
linie muss durch die Briickenverbindung laufen, die ersetzt werden soll
und darf keine andere Schnittlinie schneiden.

IIT Aus Griinden des Denkmalschutzes diirfen keine (labilen) Briicken er-
setzt werden, durch die schon eine Schnittlinie verlduft.

Beispiel:
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Festland
Abb.2 Abb.3

Festland

Ersetzt man im Beispiel die labile Briicke zwischen Insel I und dem Festland,
so stehen zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, eine Schnittlinie zu ziehen. Nach
Moglichkeit 1 kann man dann nicht mehr Insel II mit dem Festland durch
eine stabile Briicke verbinden. Moglichkeit 2 verbietet lediglich, die instabile
Briicke zwischen Insel I und Insel II zu ersetzen (was ohnehin nicht erlaubt
wére).

Befolgt man die vorstehenden Regeln, welche Inseln kénnen dann nicht durch
stabile Briicken mit dem Festland verbunden werden?

Antwortmoglichkeiten:

1. Keine - Jede Insel lasst sich vom Festland aus iiber stabile Briicken
erreichen.
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2. Seidenfarn

3. Alltidgronn

4. Robina

5. Alltidgronn und Green Crunt
Saphira und Robina
Paranagua und Alltidgronn

Green Crunt, Robina und Saphira

© ®©® N @

Robina, Seidenfarn und Alltidgronn

10. Robina, Alltidgronn und Saphira

Projektbezug:

Ob man es glaubt oder nicht, die ganze Briickenbauerei hat einen Hintergrund
in der Elektrotechnik. Konkret geht es dabei um Schaltkreissimulation. Dabei
werden Gleichungen aufgestellt, die das physikalische Verhalten eines elektri-
schen Schaltkreises beschreiben. Anschliefend werden diese Gleichungen auf
dem Computer mit entsprechenden Programmen gelost. Da ein Computer
prinzipiell dumm ist, passiert es, dass er Probleme mit dem automatischen
Losen gewisser Gleichungen bekommt. Zum Beispiel konnen genau solche
Gleichungen entstehen, wenn ein Schaltkreis sogenannte LI-Schnittmengen
enthélt. Dabei ist L typischerweise die Bezeichnung fiir eine Induktivitét
(z.B. eine Spule) und I steht fiir eine Stromquelle. Eine LI-Schnittmenge ist
eine Menge von solchen Schaltelementen, die, wenn man sie aus dem Schalt-
kreis entfernt, diesen in zwei nicht mehr verbundene Teile trennen - allerdings
so, dass, sobald man eines der Elemente wieder einfiigt, wieder alle Teile
verbunden sind. Prinzipell entspricht das einer Schnittlinie durch das Atoll.
Man kann aber die Gleichungen fiir den Computer wieder einfacher l6sbar
machen, wenn man eine Spule aus dieser Schnittmenge auswéhlt und durch
eine spezielle Stromquelle ersetzt. Diese Stromquelle héngt von den anderen
Elementen der LI-Schnittmenge ab und damit diirfen die dann nicht mehr
verdandert werden. Diese Elementersetzung entspricht der Restaurierung ei-
ner labilen Briicke nach allen Regeln des Denkmalschutzes. Das Ziel ist es,
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samtliche Schnittmengen im Schaltkreis so zu verdndern, damit letztendlich
die Gleichungen fiir den Computer einfach 16sbar sind. Und genau das war
ein Teilproblem, mit dem wir uns in den Projektgruppen D2 und D13 in den
letzen beiden Jahren herumgeschlagen haben.
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20 Das Geschenkpapierproblem

Autoren: Brigitte Lutz-Westphal, Marc Pfetsch
Projekte: Z1.3, B12

20.1 Aufgabe

Pech fiir Fridolin! , Fridolin, Sie verpacken dieses Jahr die Geschenke fiir
unsere besten Kunden!“ hatte ihm seine Chefin am Morgen mitgeteilt. Seit-
dem hat er furchtbar schlechte Laune. Das Schlimmste ist jedoch, dass er
die Geschenke nicht so verpacken darf, wie er Lust hat. Die Chefin hatte
gar nicht mehr aufgehort, noch weitere Anweisungen zu geben: ,,Denken Sie
daran, dass Sie nur Geschenkpapier in den Farben unseres Logos verwen-
den diirfen!“ (Das Logo der Firma verwendet die Farben Rot, Blau, Gelb
und Griin.) ,, Wir konnten aus Griinden der Sparsamkeit nur einfarbiges Ge-
schenkpapier besorgen.“ (Die Firma ist in Berlin.) ,Auch in diesem Jahr
miissen wir darauf achten, dass befreundete Firmenchefs keine gleich ausse-
henden Geschenke bekommen!“ (Wie iiberall gibt es auch hier jede Menge
Eitelkeiten und Konkurrenzkampfe.) Sie ratterte in Windeseile herunter, wel-
che Firmen nicht die gleiche Farbe bekommen diirfen (Nennen wir die Firmen
— der Diskretion wegen — A, B, ...bis H.):

A und D B und G D und G
A und E Cund D D und H
A und G Cund E E und G
A und H Cund F F und G
B und C Cund G F und H
B und E D und F G und H

Fridolin ist noch ganz schwindelig von diesen vielen Anweisungen. 18 Vor-
schriften muss er bei der Wahl des Geschenkpapiers beachten! , Das ist ja
wohl etwas iibertrieben!“ denkt er fiir sich, setzt sich dann aber doch an
seinen Schreibtisch und féngt an nachzudenken. Verschiedene Dinge fallen
ihm auf, als er sich das Problem genauer ansieht. Leider hat er gar keinen
klaren Kopf vor lauter schlechter Laune. Er wollte doch heute etwas friiher
Feierabend machen ...
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Welche seiner Uberlegungen ist richtig?

1.

10.

56

Es gibt 5 Firmen, so dass je zwei davon nicht dieselbe Farbe bekom-
men diirfen. Deshalb reichen 4 verschiedene Geschenkpapiere nicht aus,
wenn alle Vorschriften eingehalten werden.

8

. Es gibt 8 Firmen, also braucht man hochstens § = 2 verschiedene

4
Farben um die Geschenke zu verpacken (wenn alle Vorschriften erfiillt

werden).

. Die Geschenke von Firma A und C miissen die gleiche Farbe erhalten,

wenn alle Vorschriften eingehalten werden.

. Es gibt keine Vorschriften zwischen Firmen A und B, zwischen Firmen

B und F und zwischen Firmen F und A, also braucht man hochstens 3
verschiedene Geschenkpapiere, wenn man alle Vorschriften befolgt.

Wenn man das Geschenk von Firma A rot verpackt und alle Vorschrif-
ten einhilt, dann gibt es nur eine Mdoglichkeit die Geschenke zu verpa-
cken.

. Firma G ist an 7 Vorschriften beteiligt, deshalb braucht man mindes-

tens 74 1 = 8 Farben, wenn alle Vorschriften befolgt werden.

. Wenn alle Vorschriften eingehalten werden, dann gibt es genau 25 ver-

schiedene Moglichkeiten, die Geschenke zu verpacken.

. Wenn die Geschenke von Firmen A, C, E, G und I rot eingepackt werden

und die von B, D, F und H griin, dann werden alle Vorschriften erfiillt.

. Wenn man die Firmen in der Reihenfolge A, B, C, ..., H betrach-

tet, dann gibt es Vorschriften zwischen B und C, zwischen C und D,
zwischen F und G, zwischen G und H. Es gibt aber keine Vorschrif-
ten zwischen A und B, zwischen D und E, sowie zwischen E und F.
Deshalb benétigt man nur drei verschieden Geschenkpapiere, wenn alle
Vorschriften eingehalten werden.

Wenn alle Vorschriften erfiillt werden, dann kénnen die Geschenke von
Firma E und F nicht die gleiche Farbe erhalten.
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Projektbezug:

Graphenfirbungen spielen z. B. eine Rolle, wenn es um die Frequenzzuwei-
sung in Mobilfunknetzen geht (MATHEON-Projekt B4). Hierbei entsprechen
Mobilfunkteilnehmer den Firmen und die Farben der Geschenkpapiere mogli-
chen Frequenzen, auf denen die Handys senden. Die Vorschriften ergeben sich
dadurch, dass die benutzten Frequenzen bestimmter Teilnehmer nicht gleich
sein diirfen, sonst storen sich die Gespréche.

Im Geschenkpapierproblem spielen Symmetrien eine Rolle. Ahnliche Symme-
trien kommen in vielen praktischen Aufgabenstellungen vor. Um mit Hilfe
des Computers schnell Losungen berechnen zu kénnen, miissen die Symme-
trien bei der Entwicklung von Lésungsmethoden beriicksichtigt werden. Dies
wird in MATHEON-Projekt B12 untersucht.

Themen der kombinatorischen Optimierung haben in Berlin durch MATHE-
ON-Projekte den Weg in den Lehrplan gefunden. Im Projekt Z1.3 wird derzeit
eine Unterrichtssoftware entwickelt, mit der an Graphen und Graphenalgo-
rithmen experimentiert werden kann.
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21 Das Schmiicken des Weihnachtsbaums

Autoren: Janina Brenner, Guido Schéfer
Projekt: B 16

21.1 Aufgabe

Dieses Jahr haben sich die Seebéren in Heiligenhafen ein ganz besonderes
Projekt ausgedacht. Sie wollen einen groflen Weihnachtsbaum aufstellen, der
von allen Schiffen drauflen auf dem Meer zu sehen ist. Dazu bauen sie ein
grofles Stahlgeriist aus lauter Dreiecken mit der Grundseite ein Meter. An
den Eckpunkten der Dreiecke mochten sie grofie strahlende Lichter befestigen.
Dafiir stehen Gliithbirnen in drei Farben zur Verfiigung: weifle, rote und blaue.

L]

Abbildung 7: Ein Weihnachtsbaumgeriist

1. Ties, der fiir das Aussehen des Weihnachtsbaums verantwortlich ist,
hat sich iiberlegt, dass es schon wire, wenn die Spitze und die Seiten
des Baumes mit weiflen Lampen geschmiickt wiirden. Die untere Kan-
te mochte er abwechselnd mit roten und blauen Birnen versehen. In
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Abbildung ?? konnt ihr ein Beispiel fiir einen zugegebenermaflen noch
sehr kleinen Weihnachtsbaum sehen. Fiir die restlichen, im Bild grauen
Lampen, lidsst Ties den Bauingenieuren freie Farbwahl.

A
AYA
AN
AVAATA
DAVYAVAN

Abbildung 8: Ties Farbvorgaben

Ties stellt sich die Frage, bei wie vielen der kleinen Dreicke (mit einer
Grundseite von einem Meter) wohl alle drei Ecken mit verschiedenfar-
bigen Lampen versehen werden. Wie viele sind es mindestens?

2. Aus mathematischer Sicht ist auch das folgende Problem interessant:
Angenommen, die 3 Auflenecken eines solchen Geriistes sind wie bis-
her weif}; blau und rot gefirbt. Alle anderen Gliihbirnen diirfen frei
gewahlt werden; mit der Einschriankung, dass fiir die Lampen auf den
Auflenseiten des Geriistes jeweils nur die Farben der beiden angren-
zenden Auflenecken gewihlt werden diirfen. Wie viele kleine Dreiecke,
deren Ecken mit drei verschiedenen Farben gefiarbt sind, gibt es dann
mindestens?

Frage:
Wenn das Geriist £ > 3 Meter breit ist, wie viele dreifarbige Dreiecke kom-
men dann in den beiden Féllen (1. und 2.) mindestens vor? (Wie ihr leicht
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merkt, muss k fiir Ties Farbwahl ungerade sein. Bitte setzt dies fiir die Be-
antwortung der ersten Frage voraus.)

Antwortmoglichkeiten:

1. 2und 0

2. 2und 1

3. jeweils 2

4. k—2und k-3

5. 3und 0

6. 3und 1

7. kund 2

8. jeweils [V /2]

9. k* — 2k + 1 und k* — 2k

10. 4 und 2

Projektbezug:

Im Projekt B 16 beschéftigen wir uns mit mathematischen Problemen aus
dem Bereich der Spieltheorie. Die Spieltheorie befasst sich mit der Analyse
von Situationen, in denen eine Vielzahl von Nutzern (sog. Spielern) mit-
einander interagieren und sich durch ihr Handeln gegenseitig beeinflussen.
Ein wichtiges Konzept in diesem Zusammenhang ist das Nash-Gleichgewicht.
Grob gesagt ist ein Nash-Gleichgewicht ein Zustand, in dem alle Spieler zu-
frieden sind (keiner mochte von dem Zustand abweichen). Ein fundamentaler
Satz der Spieltheorie besagt, dass es fiir eine grofie Klasse von Spielen immer
ein Nash-Gleichgewicht gibt. Der Beweis dieses Satzes beruht unter anderem
auf dem im zweiten Teil der Aufgabe gestellten Farbungsproblem.
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22 Elfenfunk

Autoren: Andreas Eisenblatter und Hans-Florian Geerdes
Projekt: B4

22.1 Aufgabe

Von Jahr zu Jahr werden mehr Geschenke zu Weihnachten verschenkt. Das
stellt den Weihnachtsmann vor immer gréflere logistische Herausforderun-
gen. Zum Gliick hat er seine Elfen, die ihm helfen — aber dariiber hinaus
bedient er sich auch der modernsten Technik. Wegen der vielen Geschenke
wurde vor einigen Jahren ein zweiter Verladehof eingerichtet, auf dem die
Elfen die Geschenke auf Schlitten packen. Da sich oft noch Anderungen in
letzter Minute ergeben, kommuniziert die Wunschzettelabteilung am Nord-
pol mit den Elfen auf den Verladehofen iiber Handys. Der Weihnachtsmann
hat ein Mobilfunksystem entwickelt, das UMTS &hnlich ist, und zwei Funk-
antennen aufstellen lassen, fiir jeden Hof eine. Um solide planen zu koénnen,
muss der Weihnachtsmann wissen, wie viele Elfen in diesen beiden Funkzellen
gleichzeitig telefonieren kénnen.

Jede Zelle hat eine maximale Funkleistung von 10 W. Damit die Handys der
Elfen das Netz iiberhaupt “sehen” konnen, muss 1 W von dieser Leistung auf
eine Art Leuchtfeuersignal, das sogenanntes Pilot-Signal, verwendet werden.
Die restlichen 9W konnen in jeder Zelle fiir die Funkverbindungen zu den
einzelnen Elfen genutzt werden.

Bei der eingesetzten Technik storen sich allerdings die Verbindungen in den
einzelnen Zellen und auch die Zellen untereinander gegenseitig. Damit die
Funkverbindung zu einem Handy aufrechterhalten werden kann, muss das
Signal-zu-Storsignal-Verhéltnis (SSV) des Handys mindestens zwei Prozent
betragen. Das Signal-zu-Storsignal-Verhéltnis berechnet sich als das Verhéltnis
der Empfangsleistungen im Handy zwischen dem Signal, das fiir das Handy
bestimmt ist, zu der Summe aller anderen empfangenen Signale.

Wenn also nur eine Zelle betrieben wiirde, in der eine einzelne Elfe von
der Zentrale angerufen und hierfiir 0,5 W Sendeleistung aufgebracht wiirden,
dann wére das Signal-zu-Storsignal-Verhéltnis:

_ Handysignal  0,5W
- Pilot  1W

Das SSV wire also grofler als 2 %, und das Handy wiére versorgt. Wenn aber

SSV = 50 %.
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fiir die Verbindung nur 0,01 W genutzt wiirde, dann kénnte das Handy nicht
bedient werden, weil gilt:

SSV = = =1%.

Diese beiden Rechnungen machen sich zunutze, dass das gewiinschte Signal
und das stérende Pilot-Signal von derselben Zelle abgestrahlt werden und
sich auf dem Weg zum Handy in gleicher Weise abschwichen. Hier wurde
das Verhéltnis der Empfangsleistungen einfach aus dem Verhéltnis der Sen-
deleistungen ermittelt. Werden zwei oder mehr Zellen betrieben, kann diese
Vereinfachung nicht mehr gemacht werden.

Wenn Handys in beiden Zellen gleichzeitig benutzt werden, dann storen sich
die Zellen auch gegenseitig. Allerdings erreicht das Signal den anderen Hof
schwécher als den eigenen. Die Elfen haben ausgemessen, dass Signale fiir
Hof 1 im Hof 2 fiinfmal schwécher und Signale fiir Hof 2 in Hof 1 siebenmal
schwicher ankommen.

Wenn in Hof 1 ein Handy mit 0,7W bedient wird und in Hof 2 ein Handy
mit 0,5 W, dann gilt fiir das SSV des Handys auf Hof 1:

Handysignal 1
Pilot 1 + 1/7 (Pilot 2 + Handysignal 2)
B 0,7W
CIW A (1/7) - (1W +0,5W)

Fiir das Handy auf Hof 2 gilt:

SSV Hof 1 =

~ 57,6 %.

Handysignal 2
Pilot 2 + 1/5 (Pilot 1 + Handysignal 1)
B 0,5W
CIWH(1/5) - (1W +0,7W)

SSV Hof 2 =

~ 37,3%.

Es konnen also beide Verbindungen parallel betrieben werden.

Zunéachst telefoniert keine Elfe, aber nach und nach miissen immer mehr
Anderungen der Wunschzettel an die Elfen weitergeben werden. Hat die Zen-
trale eine Elfe erreicht, bleibt die Verbindung bestehen. Denn vielleicht ergibt
sich ja gleich schon die néchste Anderung.

Wenn es fiir eine der beiden Zellen die Moglichkeit gibt, noch eine Elfe auf
ihrem Hof zu bedienen, so wird sie das sofort tun und ihre Sendeleistung ent-
sprechend aufteilen. Dabei geht sie davon aus, dass die andere Zelle zunéchst
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ihre Sendeleistung nicht dndert. Es ist der Zelle zu diesem Zeitpunkt aber
nur wichtig, dass das SSV fiir alle Elfen auf dem eigenen Hof stimmt.

Wenn es durch die Hinzunahme der Elfe in der einen Zelle dazu kommt, dass
eine oder mehrere Elfen in der anderen Zelle auf einmal ein SSV unter 2%
haben, dann versucht die andere Zelle, die Sendeleistungen so anzupassen,
dass dies behoben wird — wieder nur mit Riicksicht auf die eigenen Elfen.
Wenn das fiir eine oder mehrere Elfen nicht moglich ist, dann bricht deren
Funkverbindung zusammen.

Dem Weihnachtsmann raucht bei soviel Technik der Kopf ... aber eines muss
er wissen: stellt sich irgendwann ein Zustand ein, in dem keine Elfen mehr im
Gesprich unterbrochen werden? Denn nur dann kann ja die Geschenkever-
teilung reibungslos klappen! Und wenn ja, wieviele Elfen telefonieren dann
auf welchem Hof?

Antwortmoglichkeiten:

1. Nein, die beiden Zellen werden sich die ganze Zeit gegenseitig storen
und immer wieder gegenseitig Elfen aus dem Netz werfen. Der Weih-
nachtsmann sollte sich besser nicht auf die Technik verlassen!

2. Ja, nach einer Weile werden beide Zellen eine maximale Anzahl von
Elfen bedienen und die Situation stabilisiert sich. Auf beiden Hofen
telefonieren dann 50 Elfen.

3. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 5 Elfen auf Hof 1 und 7 Elfen auf
Hof 2.

4. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 45 Elfen auf Hof 1 und 47 Elfen
auf Hof 2.

5. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 40 Elfen auf Hof 1 und 38 Elfen
auf Hof 2.

6. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 32 Elfen auf Hof 1 und 41 Elfen
auf Hof 2.

7. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 35 Elfen auf Hof 1 und 27 Elfen
auf Hof 2.

8. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 36 Elfen auf Hof 1 und 34 Elfen
auf Hof 2.
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9. Ja, die Situation stabilisiert sich bei 36 Elfen auf Hof 1 und 33 Elfen
auf Hof 2.

10. Ja, der Zustand kann sich stabilisieren. Aber wieviele Elfen dann auf
welchem Hof telefonieren, hangt dann davon ab, wie sich die Situation
entwickelt hat.

Projektbezug:

Das MATHEON-Projekt B4 beschéftigt sich mit der Planung und optima-
len Konfiguration von UMTS-Funknetzen. Das Problem ist eine vereinfachte
Fragestellung aus der Lastkontrolle. Mit Methoden, die in dem Projekt ent-
wickelt werden, lassen sich solche Fragen unter reellen Bedingungen sofort
16sen, ohne lange herumzuprobieren!
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23 Der Konigsweg

Autoren: Andreas Loos / Giinter M. Ziegler
Projekt: F1 Discrete surface parametrization

23.1 Aufgabe

Susi, dem Schneehuhn, war stinklangweilig. Das ganze Jahr iiber spielte sie
Schach, mal mit dem Nikolaus und mal mit Knecht Ruprecht. Doch jetzt,
in der Vorweihnachtszeit, hatten die beiden keine Zeit mehr: Knecht Ru-
precht polierte stundenlang die Kufen des Schlittens mit Skiwachs, um es
spater beim Ziehen leichter zu haben. ,Ein Rentier! Dass ich nicht lache!
Hier gibt’s nur Rentner, keine Rentiere®, schimpfte er dabei vor sich hin.
Von Weihnachtslegenden hielt Ruprecht nicht viel. Und Nikolaus selbst hat-
te Susi schon seit Tagen nicht mehr gesehen, weil er von morgens bis abends
Geschenke packte.

Susi seufzte. Vor ihr stand das Spielbrett, und darauf einsam der weifle Kénig
auf dem Feld El:

A B Z D E F 3 H

Susi Schneehuhn liel den Konig ein paar Schritte machen, nach den Regeln
des Schachspiels: Immer von einem Feld ins néchste horizontal, vertikal oder
diagonal benachbarte Feld. Nach einem Schritt kam der Konig in einem der
Felder D1, D2, E2, F2 oder F1 zum Stehen. Mit sieben Schritten konnte er es
zum Beispiel bis zum Eckfeld A8 schaffen. Da stutzte Susi: Es gab mehrere
Wege zwischen E1 und AS!
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Aufgeregt begann sie, mit dem Schnabel die Wege in den Schnee zu ritzen,
die einen Konig in sieben Schritten von E1 nach A8 fithren. Dann hiipfte Su-
si ein paar Schritte zuriick und betrachtete ihre Zeichnung stolz. Sie konnte
jetzt sogar auf Anhieb sagen, wie viele Wege den Konig in sieben Schritten
von E1 nach A8 bringen — und dabei iiber das Feld B7 fiihren.

Wie viele der Wege sind das?
Antwortmoglichkeiten:

1. Gar kein Weg.
2. Genau ein Weg.
3. 2 Wege

4. 5 Wege

5. 23 Wege

6. 32 Wege

7. 32 Wege

8. 50 Wege

9. 265 Wege

10. 3% Wege

Projektbezug:

Die Anzahl der einfachen Wege in Graphen zu bestimmen, ist ein typisches
graphentheoretisches Problem. Man kann das Problem von Susi Schneehuhn
zum Beispiel als Netzwerkfluss interpretieren: Der Startpunkt E1 ist eine
Quelle und der Zielpunkt A8 eine Senke. Schickt man iiber jeden Weg von E1
nach A8 jeweils eine Einheit Waren, dann kommen am Ziel so viele Einheiten
Waren an, wie Wege zum Ziel fithren. Bei Ausfall eines Knotens im Netzwerk
fallt genau die Anzahl der Fliisse, die iiber diesen Knoten fiithren, weg.
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24 Schlittenfahrt durch die Zeit

Autor: Olaf Teschke
Projekt: 71

24.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann - dessen Schlitten sich bekanntlich auch in der Zeit
bewegen kann, damit er {iberall piinktlich ist - soll sechs verschiedenen Ma-
thematiker(inne)n in unterschiedlichen Jahren Weihnachtsgeschenke bringen.
Leider ist der Weihnachtsmann etwas zerstreut und hat die genauen Ausliefe-
rungsjahre vergessen. Auf seinem Notizblock steht nur noch eine Priifsumme,
die aus der Summe der Quadrate der Jahreszahlen besteht, deren letzte Ziffer
aber durch eine dicke Schneeflocke verwischt ist.

Zum Gliick erinnert sich der Weihnachtsmann noch an einige Details. So
sind fiinf der Jahreszahlen Primzahlen; auflerdem weifl er noch einiges aus
dem Leben der Beschenkten:

Der erste Mathematiker passte im Laufe von (manchmal erzwungenen) Wohn-
sitzwechseln mehrfach seinen Namen dem Aufenthaltsort an. Er war auf einer
Reihe von Gebieten der Mathematik tétig, von den Grundlagen bis hin zu
weitreichenden Anwendungen. Leider zeitigten diese einige Nebenwirkungen
- ein von ihm entworfenes Computermodell macht Viren ihre Tatigkeit beson-
ders leicht, und er erkrankte spéter schwer an den Folgen von Experimenten
mit seiner durchschlagendsten Anwendung. Das machte ihn freilich posthum
zum Star - er war das Vorbild fiir den Titelhelden eines bekannten Films.
Der Weihnachtsmann bringt ihm ein Geschenk in dem Jahr, in dem seine Ar-
beiten zu logischen Grundlagen der Mathematik und zur Mathematisierung
der Quantenmechanik veroffentlicht werden.

Die Zweite lernte Mathematik neben vielen anderen Dingen von ihrem Vater,
den sie bald iibertraf - vielen galt sie als die umfassendste Wissenschaftlerin
ihrer Zeit, die auch in der Philosophie, Literatur und Astronomie glianzte.
In ihrer Heimatstadt wurde ihr ein Lehrstuhl fiir Philosophie an einer der
berithmtesten Universitdten der Epoche eingerdumt. Ob sie auch an der an-
deren Elite-Uni jener Zeit gelehrt hat, ist nicht ausreichend belegt; doch ist
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sie wahrscheinlich in einem spéteren beriihmten Renaissancegemélde dieser
Bildungsstétte als einzige Frau verewigt worden. Leider nahm sie ein tragi-
sches Ende - Anhénger eines radikalen Erzbischofs nahmen Anstofl an ihr
und ermordeten sie auf grausame Weise. Der Erzbischof wurde spéter von
der katholischen Kirche heiliggesprochen.

Der Weihnachtsmann bringt ihr ein Geschenk sechs Jahre vor ihrem Tod.

Der Dritte konstruierte in seiner Jugend ein wunderschones (leider sehr un-
genaues) Modell des Planetensystems, indem er die Umlaufbahnen der da-
mals bekannten fiinf Planeten zu den fiinf platonischen Kérpern in Beziehung
setzte. Noch bevor die Entdeckung eines weiteren Planeten dieses harmoni-
sche Bild zerstoren konnte, fand er allerdings eine wesentlich bessere Be-
schreibung. Eine vom ihm gestellte Frage wurde erst Jahrhunderte spéter
beantwortet und loste unter Mathematikern einen tiefen Zwist dariiber aus,
was man unter einem Beweis versteht. Sein Werk {iber die Entstehung der
Schneeflocke wird dagegen einhellig von allen Weihnachtselfen gelobt. Ob-
wohl er riesige astronomische Berechnungen vollbrachte und duflerst genaue
Planetentafeln fiir die Schifffahrt aufstellte, verdankte er den grofiten Teil
seines Lebensunterhalts der angewandten Astronomie (im Sinne jener Zeit),
némlich der Erstellung von Horoskopen. Durch diese Tétigkeit erlangte er die
Protektion der Méchtigen, konnte aber nicht verhindern, dass seine Mutter
als Hexe angeklagt und gefoltert wurde.

Der Weihnachtsmann bringt ihm ein Geschenk in seinem Geburtsjahr - mit
drei Tagen Verspatung.

Der Vierte war sehr vielseitig - neben seiner mathematischen Tétigkeit war
er u.a. auch Philosoph, Redakteur, Profisportler und Landwirt. Mit seinem
Bruder zusammen verfasste er auch ein Theaterstiick, das allerdings nicht
sehr erfolgreich war - die eigentliche literarische Beriihmtheit der Familie war
die erste Frau seines Bruders, die auch heute noch als herausragende Lyri-
kerin verehrt wird. In der Mathematik bewies er fundamentale Sétze in der
Algebra - einer davon wurde zumindest teilweise nach ihm benannt, andere
tragen fremde Namen. Als Auflenseiter in der Wissenschaft blieb ihm trotz
seiner Leistungen eine Professur verwehrt. So musste er sein Geld vor allem
als (Denk-)Sportler verdienen, wobei er es bis zum Weltmeister brachte.

Der Weihnachtsmann bringt ihm ein Geschenk in dem Jahr, in dem er an
der Universitdt Erlangen in Mathematik promovierte.
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Der Fiinfte hatte dieselbe Nationalitdt wie der erste und iibertraf ihn sogar
in seiner Reiselust, hatte allerdings eine deutliche Abneigung gegen dessen
explosive Experimente. Beriithmt ist er fiir die Vielzahl und Bandbreite sei-
ner Veroffentlichungen, die oft mit Koautoren entstanden. Dies fiihrte auch
zur Definition einer beriihmten nach ihm benannten Zahl. Bekannt ist auch
seine Exzentrizitdt und Drogensucht - aufgrund einer Wette setzte er zwar
einmal seinen Konsum aus, beklagte aber den dadurch entstandenen Schaden
an der Mathematik. Seine Vorstellung eines gottlichen Buches der Beweise
fithrte spéter zu einem mathematischen Bestseller - was ihn angesichts seiner
volligen materiellen Bediirfnislosigkeit kaum geriihrt hétte. Auch den Cole-
Preis der American Mathematical Society, den ihm Weihnachtsmann brachte,
stiftete er anderen.

Nummer sechs zeigte schon friih seine mathematische Begabung, ebenso wie
seine Liebe zur Musik und fiir ausgedehnte Wanderungen. Nachdem er einige
Jahre in gutbezahlten Positionen im Ausland tétig war, meinte er geniigend
Geld zu haben, um fiir den Rest seines Lebens in Ruhe unabhéngig Mathema-
tik treiben zu konnen. Er kehrte nach Hause zuriick, wo er sehr zuriickgezogen
iiber eine Theorie nachdachte, mit der unter anderem ein beriithmtes Jahrhun-
dertproblem bewiesen werden konnte. Seinen Beweis dazu publizierte er im
Internet, lehnte es aber ab, einen Preis fiir seine Leistung entgegenzunehmen
- er wolle nicht Galionsfigur einer mathematischen Gemeinschaft werden, der
er sich nicht mehr zugehorig fiihle.

Der Weihnachtsmann bringt ihm sein Geschenk in dem Jahr, in dem er die
Publikation seines Beweises im Internet abschloss.

Antwortmoglichkeiten:
Die Zahl auf dem Notizblock lautet:

1. 17792490
2. 17792491
3. 17792492
4. 17792493
5. 17792494
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6. 17792495
7. 17792496
8. 17792497
9. 17792498

10. 17792499

Projektbezug:

Im Projekt Z1 - Mathematik an der Schule - werden Aufgabenstellungen
erarbeitet, die die Auseinandersetzung mit mathematischen Problemen aus
verschiedenen Blickwinkeln motivieren soll. Ein typisches Beispiel dafiir ist
das Kodieren von Information und die Diskussion unterschiedlicher Losungs-
moglichkeiten fiir eine Aufgabe. Dabei sollen Schiiler ein Gefiihl dafiir ent-
wickeln, dass Mathematik nicht in der stumpfen Abarbeitung eines Algorith-
mus unter dem einengenden Ziel einer fixierten Anwendung besteht, sondern
vor allem von kreativem und unabhéngigem Denken lebt. Indem wir die Viel-
falt der mathematischen Ideen - auch im Wandel der Geschichte - lebendig
werden lassen, soll die Begeisterung fiir das Fach geweckt werden.
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