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Vorwort 

In diesem Lösungsband sind die Lösungen derjenigen Aufgaben aufgeführt, die im 
Regierungsbezirk Düsseldorf entstanden sind. 
Konkret sind das die Aufgaben 
 
12 Funktionenschar Seite 3 
20 Krankheit Seite 5 
23 Bevölkerungsentwicklung Seite 7 
24 Dreieckspyramide Seite 10 
25 Münzwanderung Seite 12 
 
Wir hoffen, damit dem Wunsch nach Lösungen zu dem Abituraufgabenreader 
zumindest teilweise erfüllen zu können. 
Leider liegen uns die Lösungen von Aufgaben aus den anderen Regierungsbezirken 
nicht vor. 
 
Düsseldorf im Januar 2007 
 
 
N. Stirba, Fachdezernent Mathematik 
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1.) Es gilt 







=








⋅

24000
76000

20000
80000

A und 







=








⋅

26800
73200

24000
76000

A .  

Mit 







=

dc
ba

A ergeben sich die Gleichungen 

I    abba 48,3760002000080000 −=⇒=+  
II   cddc 42,1240002000080000 −=⇒=+  
III  732002400076000 =+ ba  
IV  268002400076000 =+ dc  
b eingesetzt in III ergibt 9,0=a ; d eingesetzt in IV ergibt 1,0=c  

2,0=⇒ b  8,0=d  

Also 







=

8,01,0
2,09,0

A . 

Diagramm: 

C  V 

20%  
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Verteilung für 2005: 







=








⋅

28760
71240

26800
73200

A , d.h. 71240 leben in der City, 28760 in den 

Vororten. 

Verteilung für 2010: 







=








⋅

30132
69868

28760
71240

A , d.h. 69868 leben in der City, 30132 in den 

Vororten. 

Für den Verteilungsvektor x
r

von 1985 gilt 







⋅=⇔




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


=⋅ −

20000
80000

20000
80000 1AxxA

rr
. 

Bestimme A-1: 





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


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|
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
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|
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
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|
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Damit ist 
















=

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


⋅−

7
5

14285

7
2

85714

20000
800001A . 1985 lebten ca. 85714 Leute in der City, 14286 in 

den Vororten. 

2.) Für die stationäre Verteilung gilt: xxA
rr

=⋅ , also xx
rr

=⋅







8,01,0
2,09,0

. 

02,01,0 =+− yx  
   02,01,0 =− yx  

Damit x=2y und 







=

1
2

rx
r

.  
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Da außerdem x+y=1, folgt 
3
1

12 =⇔=+ rrr und damit ist 
















=

3
1
3
2

x
r

die stationäre 

Verteilung. 
Bezogen auf 100000 Einwohner heißt das: ca. 66667 Bewohner in der City und 
33333 in den Vororten. 
Für die stochastische Grenzmatrix G gilt: 

















=







=

∞→

3
1

3
1

3
2

3
2

8,01,0
2,09,0

lim
n

n
G denn diese stimmt in den Spalten überein, jede Spalte 

stellt die stationäre Verteilung dar, G multipliziert mit einem Verteilungsvektor 
verändert diesen nicht. 

Langfristig ist mit 
3
2

City- und 
3
1

Vorortbewohner zu rechnen. 

3.) IRk ∈ ist Eigenwert der Matrix A, wenn gilt xkxA
rr

⋅=⋅ . 

( ) 0)8,0(1,002,09,0
8,01,0
2,09,0

=−+∧=+−⇔⋅=⋅







ykxyxkxkx

rr
 









−

−
0|
0|

8,01,0
2,09,0

k
k

   







+−

−
0|
0|

7,07,10
2,09,0

2 kk
k

 

Das homogene LGS hat außer der trivialen Lösung eine Lösung, wenn gilt 
7,010225,085,007,07,12 =∨=⇔±=⇔=+− kkkkk  

k=1 bzw. k=0,7 sind die Eigenwerte der Matrix A. 

Eigenvektor zum Eigenwert k1=1: 







=⇒=⇔=+⋅−

1
2

202,0)19,0( rxyxyx
r

. 

Eigenvektor zum Eigenwert k2=0,7: 






−
=⇒−=⇔=+

1
1

02,02,0 txyxyx
r

 

4.) Z.Z. ist: Die stationäre Verteilung der Matrix A ist 



















+

+=

qp
p

qp
q

x
r

. 

 xxA
rr

=⋅  

xx
qp

qp rr
=⋅








−

−
1

1
 

yyqpxxqyxp =−+∧=+− )1()1(  

y
p
q

xqypxqypx =⇒=−∧=+− 00 , da x+y=1 gilt 

pq
p

yyy
p
q

+
=⇔=+ 1 .    Damit: 

pq
q

x
+

= . 
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





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








+

+=

pq
p

pq
q

x Da die stationäre Verteilung die Spalten der Grenzmatrix angibt, hat G die 

gegebene Form. 

5.) Z.Z. ist für alle IRqp ∈, gilt (a) 






−
−−=


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
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⋅

1
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qpA und (b) 







=
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A . 
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(b) 







=








−+
+−

=







⋅








−

−
p
q

pqppq
pqpqq

p
q

qp
qp

1
1

.  

Damit ist die Behauptung gezeigt. 
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















−
−

−

0

0

0

2,004,006,0

05,01,006,0

15,006,012,0

















−
−

−

0

0

0

2046

5106

5,736

















−
−

−

0

0

0

5,1270

5,1270

5,736

a) Übergangsmatrix  Von den in Deutschland umlaufenden Münzen bleiben 88 % in 

 Deutschland (D), 6 % gehen nach Frankreich (F), 6 % gehen 
in sonstige Länder (S). Von den in Frankreich umlaufenden 
Münzen gehen 6 % nach D, bleiben 90 % in F und gehen 4 
% nach S.  

Von den in sonstigen Ländern umlaufenden Münzen gehen 15 % nach  D, 5 % 
nach F und bleiben 80 % in S. 

b)  
Man erhält wie erwartet, dass nach 
einem Jahr 88 % der deutschen 
Münzen in D, 6 % in F und 6 % in 
S befinden. 
      .  
Nach zwei Jahren befinden sich 

78,7 % der deutschen Münzen 
in D, 10,98 % in F und 10,32 % 
in S 

 

Die 2 - jährige Übergangsmatrix ist 















=⋅=

651,00716,01032,0
094,08156,01098,0

255,01128,0787,0

AA2A   ⇒ 
















≈⋅=

626,15
567,18

807,65

04D2A06D   

Zum 1.1.06 sind 65,8 % der deutschen Münzen in D, 18,6 % in F und 15,6 % in S 
 
c)D stationäre Verteilung ⇒  DDA =⋅ , dies führt zu dem homogenen LGS: 

 
  
  
   ⇒ 
  

 
 
 
 

–14d2 + 25d3  = 0 ⇒  d3  = 2d
25
14

⋅    Sei  d2  = 25t  ⇒ 

   d3  = 14t  ⇒  6d1  = 3·25t  +  7,5·14t = 180t  ⇒ 
 

 d1  = 30t  ⇒   
















∈















⋅= Rt,

14
25
30

tL   ⇒  Mit  d2 + d2 + d3 = 100 
















=

8,004,006,0
05,09,006,0

15,006,088,0

A
















=
















⋅
















=⋅=

6
6

88

0
0

100

8,004,006,0
05,09,006,0

15,006,088,0

DAD 0203
















=
















⋅
















=⋅=

32,10
98,10

7,78

6
6

88

8,004,006,0
05,09,006,0

15,006,088,0

DAD 0304
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/ 
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   ist 
69

100
t =  und 
















≈
















⋅=

29,20
23,36
48,43

69/14
69/25
23/10

100D  eine stationäre Verteilung,  wobei 

43,48 % der deutschen Münzen in D, 36,23 % in F 
       und 20,29 % in S-Ländern sind. 

 
d)Die Anzahl der Münzen in Deutschland errechnet sich entweder aus 

]Mio[50,76215015,060006,080088,0 =⋅+⋅+⋅  und analog folgt, dass  595,5 Mio 
Münzen in Frankreich und 192 Mio. in den sonstigen Ländern am 1.1.2004 sind 
oder 

mit Hilfe der Übergangsmatrix A zu 















⋅=

















150
600

800

A
192

5,595

5,762

.  

e) I p( DD ) =  0,7744 = 77,44 % 
 
     II p( FD;SD ) = 0,0126 = 1,26 % 
 
    III Satz von Bayes; 

 pD( F )  =  p(FD) / p( DD;FD;SD ) 
    
    = 0,00457.. ≈ 0,46 % 
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6 % 

88% 
6 % 

88% 

6 % 

  6 

  6 
90% 

  4 
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Wanderung deutscher Münzen 
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