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1 MODELLIEREN MITHILFE VON FUNKTIONEN

1 Modellieren mithilfe von Funktionen
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Abbildung 1: Rheinverlauf bei Diisseldorf

1. Der Kartenausschnitt zeigt ein Stiick des Rheins bei Diisseldorf. Der Flussverlauf
soll durch den Graph einer Funktion f angenéhert werden. Dazu kann man sich auf
Grundlage der Abbildung iiberlegen, welche Eigenschaften die gesuchte Funktion
f haben soll. Diese Eigenschaften sollen in drei Gleichungen formuliert werden:

J@) =m0 FO=0  f@=0

Tragen Sie geeignete Zahlen in die sechs Késtchen ein und begriinden Sie fiir jede
der drei Gleichungen Ihre Eintragungen.

2. Wir nehmen an, dass der dargestellte Flussverlauf durch eine ganzrationale Funkti-
on modelliert wird. Begriinden Sie, welchen Grad diese Funktion mindestens haben
sollte.

(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Bei dieser Aufgabe sollen Ansétze der Modellierungskompetenz gepriift werden. Es
geht nicht darum, Werte moglichst exakt abzulesen. Der Priifling soll grundlegende
Eigenschaften erfassen. Mogliche Losungen sind:

f(8) =2, da der Graph in etwa durch den Punkt (8]2) verlauft. f/(12) = 0, da hier
ein Extremum sein muss. f”(8) = 0, da hier der Graph in etwa einen Wendepnkt
haben muss.

2. In der Abbildung sind 4 lokale Extrema erkennbar. Daher sollte es mindestens eine
ganzrationale Funktion vom Grad 5 sein.
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2 INTERPRETATION DES INTEGRALS

2 Interpretation des Integrals

FEin Planschbecken wird mit Wasser gefiillt. Das Diagramm zeigt die Zuflussgeschwin-
digkeit des Wassers in Liter pro Minute (1/min).

Zuﬂuslfgesc‘hwin‘digke‘it in, 1/ min :
o R
BT O e
et
o
AR O O 0
o LN
0 i é é fo ;4>

Zeit in min

1. Begriinden Sie anhand der Zeichnung, in welchen Zeitraumen (fiir 0 < ¢ < 22) die
Wassermenge im Planschbecken zunimmt und wann die Wassermenge im Plansch-
becken unverandert bleibt.

2. Ermitteln Sie, wie viel Wasser nach 4 Minuten ins Becken geflossen ist und erklaren
Sie Ihr Vorgehen.

(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Der Wasserstand bleibt von der 14. bis zur 16. Minute unverindert, da die Zufluss-
geschwindigkeit hier 0 ist. Im Zeitraum von 0 bis 14 und von 16 bis 22 steigt der
Wasserstand aufgrund einer positiven Zuflussgeschwindigkeit.

2. Der gesuchte Wert entspricht der Flache zwischen dem Funktionsgraph und der x-
Achse im Intervall von 0 bis 4. Diese lésst sich z.B. durch Zerlegung in Teilflichen
berechnen: 0.5-2-14 4+ 2 - 14 = 42 [I].
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3 FUNKTIONSEIGENSCHAFTEN

3 Funktionseigenschaften

1. Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(z) = 3x-e2**!. Berechnen
Sie die erste Ableitung von f und den Wert der ersten Ableitung an der Stelle x = 0.

2. Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion g, wobei folgende Figenschaften deutlich

werden sollen:

Erwartungshorizont

(8+3 Punkte)

1. Mit Hilfe von Ketten- und Produktregel ergibt sich:

fl(x) =3 et £ 32.2. ¥ = (62 +3) -2, £(0) = 3e

2. Der skizzierte Funktionsgraph muss durch den Punkt (0[4) verlaufen und an der
Stelle « = 4 einen Tiefpunkt aufweisen.

MSW NRW
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4 FUNKTIONEN

4 Funktionen

1. Die Abbildung zeigt den Ausschnitt des Graphen einer Funktion f. Auf den Koor-
dinatenachsen sind keine Einheiten angegeben. Begriinden Sie (ohne Rechnung),
dass keine der folgenden Funktionsvorschriften zu dem dargestellten Graphen ge-
horen kann.

file) = (x=2)-e7" fo(x) = (x+2) - €

Ay

V><

2. Berechnen Sie den Wert des Integrals.

2
/ (2:1:3 + 5) dz
J1
(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Der Graph von f; miisste wegen des Faktors e~ fiir positive z-Werte gegen 0
streben. Der dargestellte Graph strebt jedoch fiir negative z-Werte gegen 0.
Der dargestellte Graph weist eine positive Nullstelle auf, fs besitzt jedoch nur eine
Nullstelle bei z = —2.

/2(23+5>d:5—[1x4+5xr—8+10—1—5—121
L\ 2 - 2 T
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5 FUNKTIONENSCHAR

5 Funktionenschar

Gegeben sind eine Schar von Funktionen fi mit fi(z) = k-22? (k > 0) und eine Funktion
g mit g(x) = 23. Die Funktionsgraphen von f;, und g schneiden sich an den Stellen 0
und £.

1. Die Funktionsgraphen von f; und g schlieffen im ersten Quadranten eine Flache
mit dem Fldcheninhalt A(k) ein.
Zeigen Sie: A(k) = £k%.

2. Untersuchen Sie, ob der Flicheninhalt A(k) extremal werden kann.
(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1.

1
A(k) = = Ek“

1
— *k4—*k4
51

2. Die Funktion & — A(k), k > 0 ist streng monoton steigend. Daher kann der
Flacheninhalt A(k) nicht extremal werden.
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6 LOGARITHMUS (LK)

6 Logarithmus (LK)

1. Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = In(x + €). Ermitteln Sie die Gleichung der
Tangente an den Graphen von f im Punkt P(0]f(0)).

2. In der Abbildung ist der Graph der Funktion g mit g(z) = % fiir x > 0 dargestellt.
Geben Sie die Funktionsgleichung der Stammfunktion G von g an, deren Graph
durch den Punkt Q(1| — 1) verlduft und skizzieren Sie den Graphen von G.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12
_1« ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
T Ot S P O
B T Ut SO OOt SOUOUOUt SUUU SO Ut SUNUUUUUUU OUUUUUOE UUUUUUUL UUUUOURUOt UUUUUUUURE SNUUSUUUUS: SRUUUUURURE SUUSURORY ORI
S S O
(3+3 Punkte)
Erwartungshorizont

L fl2) =2 fO)=1,  f(0)=¢
Die Tangentengleichung lautet y = 1 . 2 + 1.

e

2. Die Funktion G mit G(z) = In(z) — 1 ist die gesuchte Stammfunktion. Es gilt
G'(z) = g(z) und G(1) = —1.
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6 LOGARITHMUS (LK)
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7 BINOMIALVERTEILUNG

7 Binomialverteilung

1. In einer Urne liegen 2 rote, 2 griine und eine goldene Kugel. Beschreiben Sie ein Zu-
fallsexperiment und ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit sich mit dem folgenden

Term berechnen léSSl:
< > 1 ( )

2. Welches der folgenden Diagramme gehort zu einer Binomialverteilung mit n = 10
Versuchen und einer Erfolgswahrscheinlichkeit von p = 0.67 Begrinden Sie kurz
Thre Wahl.

(3+3 Punkte)
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7 BINOMIALVERTEILUNG

Erwartungshorizont

1. Zieht man fiinf Mal aus der Urne eine Kugel und legt diese nach jedem Zug wieder
zurlick, so beschreibt der Term die Wahrscheinlichkeit, dass genau viermal die
goldene Kugel gezogen wird und einmal eine rote oder griine Kugel.

2. Abbildung (b) beschreibt die gesuchte Binomialverteilung. In (a) liegt der Erwar-
tungswert nicht bei 6, in (c) handelt es sich um eine Verteilung mit n > 10.
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8 BINOMIALVERTEILUNG

8 Binomialverteilung

1. Ein Schnellrestaurant veranstaltet ein Gewinnspiel und schenkt jedem Kunden ein

Los. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sofortgewinn liegt bei é Ordnen Sie den

folgenden Ereignissen den richtigen Term zur ndherungsweisen Berechnung der
Wahrscheinlichkeit zu.

a) Unter 10 Losen sind keine Sofortgewinne.
b) Unter 10 Losen sind genau 4 Sofortgewinne.

¢) Unter 10 Losen ist mindestens ein Sofortgewinn.
1\ 1 1\* /4\°
A) a-(6
5 4 5 5
1 10 4 10
Pa=1—-|(= Pi=|-
’ <5> ! (5)
10 5 5
ne ()60
5 4 4 4
2. Die Abbildung zeigt die Binomialverteilung fiir n = 10 und p = % Bestimmen Sie

den Wert fiir P(X < 2).

A
0.3

v

(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Richtig sind:
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8 BINOMIALVERTEILUNG

2. Man kann der Abbildung entnehmen, dass P(X

=0)~0,11, P(X = 1) ~ 0,27
und P(X = 2) ~ 0, 3. Insgesamt ergibt sich P(X <2

) ~0,68.

MSW NRW QUA-LiS NRW 13



9 URNENMODELLE

9 Urnenmodelle

In einer Urne befinden sich 6 rote und 2 gelbe Kugeln.

1.

2.

Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an, eine rote bzw. gelbe Kugel zu ziehen.

Aus der Urne werden 4 Kugeln ,,mit Zuriicklegen®“ gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass man genau 3 rote Kugeln zieht.

. In die Urne werden zusatzlich n schwarze Kugeln gelegt.

Bestimmen Sie n so, dass die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen,
gleich 8 ist.

(2+2+2 Punkte)

Erwartungshorizont

1.

2.

Man erhilt P(rot) = 2 und P(gelb) = 1.

Man kann das Ziehen der 4 Kugeln als Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlich-
keit % fir ,,rot “auffassen. Dann gilt:

4 o1 32
P (dreimal ,rot*) = (3) . (i) . <4) =4. 2—4 = 672

. Esist P(,schwarz“) = 2

8+n "

=2 = In=>5-(8+n) RN 4n = 40 & n =10

MSW NRW QUA-LiS NRW 14



10 STANDARDABWEICHUNG UND VARIANZ

10 Standardabweichung und Varianz
1. Eine ZufallsgroBle X sei binomialverteilt mit den Parametern n = 100 und p = %

Berechnen Sie die Standardabweichung o(X).

2. Die Zufallsgrofle Y sei binomialverteilt mit dem Parameter n = 100. Y habe die
Varianz Var(Y) = 9.
Berechnen Sie die moglichen Trefferwahrscheinlichkeiten p und Erwartungswerte

Lb.

(2+4 Punkte)

Erwartungshorizont

1. o(X)=4/100-1-2=116=4

2. Wegen Var(Y) =n-p- (1 — p) erhidlt man folgende quadratische Gleichung:

9
9=100-p-(1—p) < p>—p+ — =0.
p-(1-p) AT

Man erhélt die Losungen p; = 1% und po = %. Die zugehorigen Erwartungswerte
sind g1 =90 und po = 10.
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11 STOCHASTISCHER PROZESS

11 Stochastischer Prozess

Bei einem Spiel wird das abgebildete Gliicksrad 0
mehrfach gedreht und die Punktzahl jeweils addiert.

Das Spiel ist beendet, wenn der Spieler 2 Punkte er-

reicht. 1

1. Zeichnen Sie einen Ubergangsgraph zu diesem Spiel. Erkliren Sie, warum das Spiel
theoretisch unendlich lange dauern kann.

2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Spiel nach hochstens drei
mal drehen endet.

(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Theoretisch wire es moglich, dass der Spieler unendlich oft die , 0 dreht und
damit seinen Punktestand nicht verindert. Im Ubergangsgraph ist dies an den
Pfeilen zum selben Zustand erkennbar.

0,5 0,5

/\ /\

1

0,5

0,5C 0

2

2. Dreht der Spieler ,,0 - 1 - 1 oder ,,1 - 0 - 1“ betragt die zugehorige Wahrschein-
lichkeit jeweils %%% = %. Endet das Spiel schon nach zwei Drehungen (der Spieler
dreht 1 - 1%), liegt die Wahrscheinlichkeit hierfiir bei % . % = i. Beriicksichtigt
man diese drei Ereignisse, betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir ein Spielende nach
hochstens drei Drehungen % + % + % = %

Alternativ kann die Aufgabe auch mit einer Matrix gelost werden:

% 0 0 1 0,125
p=[(1 L1 0]; Pl 0 |=]| 037
0 3 1 0 0,5

MSW NRW QUA-LiS NRW 16



12 STOCHASTISCHE MATRIX

12 Stochastische Matrix

b
1. Gegeben sei die stochastische Matrix S = 1 i 0 1—b mit 0 < a,b < 1 sowie
. o 1
ein Zustandsvektor £ = -
2
Begriinden Sie, dass bei den Vektoren & und S - £ die Summe der Komponenten

gleich ist.

a 0,5

2. Gegeben ist die stochastische Matrix M = (1 —a 0.5

) mit 0<a<1.
Untersuchen Sie, ob es eine reelle Zahl a gibt, sodass M? = <(1) (1)> gilt.

(8+3 Punkte)

Erwartungshorizont

S-:E’z( a b )(1:1):( axy1 + bxy )
1—a 1-0 To (I—-a)z1+ (1 —b)z

Die Summe der Komponenten von S - Z ist damit
(a+(1—a)x1+ b+ (1=0)zs=21+ 22 .

2. Die Annahme ( “ 0’5> . ( “ 0’5> = (1 0) impliziert 0, 5a + 0,25 = 0.

1.

1—a 0,5 1—a 0,5 0 1
Hieraus folgt a = —3, was im Widerspruch zur Voraussetzung 0 < a < 1 steht.
Demnach gibt es kein a mit der geforderten Eigenschaft.
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13 NORMALVERTEILUNG UND BINOMIALVERTEILUNG (LK)

13 Normalverteilung und Binomialverteilung (LK)

1. Die Abbildung zeigt den Graphen der Dichtefunktion einer normalverteilten Zu-
fallsgrofie X.
Bestimmen Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit P(1 < X < 1,4) und be-
schreiben Sie Thr Vorgehen.

0‘ 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2 22 24 26X

2. Die Zufallsgrofien Y und Z seien binomialverteilt mit py = 0,4 und pz = 0,6. Die
Anzahl der Versuche sei n = 5. Die linke Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von Y. Stellen Sie in der rechten Abbildung die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von Z dar.

(4+2 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Die Flache unter dem Graphen im Intervall [1;1,4] entspricht der gesuchten Wahr-
scheinlichkeit. Sie kann durch ein Trapez bzw. durch ein Rechteck und ein Drei-
eck abgeschatzt werden. Der Flacheninhalt des Rechtecks betridgt ndherungsweise

MSW NRW QUA-LiS NRW 18



13 NORMALVERTEILUNG UND BINOMIALVERTEILUNG (LK)

04LFE -0,3LE = 0,12F E, der Flacheninhalt des Dreiecks betragt ndherungsweise
0,5-0,4LFE -0,6LE =0,12FFE.
Die Mafizahl der Fldche entspricht der Wahrscheinlichkeit P(1 < X < 1,4) = 0,24.

p(x) T
Tdo ......... ......... ......... ......... ....... ......... ......... .......... ........
08 L .......... .......... ......... ......... ...... A R ......... .......... .......... ........
061 .......... .......... ......... ........ ................. ......... ......... .......... .......... ........
04 L .......... .......... ......... 74 . - ......... ........ — .......... ........
024 i NG
0 0i2 0i4 06 08 1 1i2 T4 16 18 2 22 24 26X
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14 EIGENSCHAFTEN VON VEKTOREN

14 Eigenschaften von Vektoren

1 T
1. Die Vektoren | 4 | und | O | sollen orthogonal zueinander stehen. Erlautern
z 5

Sie, welche Bedingung sich daraus fiir x,z € R ergibt. Bestimmen Sie auch ein
konkretes Zahlenbeispiel fiir x und z.

1 1
2. Die Vektoren @ = 4 | und b = 0 | spannen ein Parallelogramm auf.
-3 5

Erlautern Sie, um welches besondere Parallelogramm es sich handelt.

(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Die beiden Vektoren sind orthogonal zueinander, wenn das Skalarprodukt 0 ergibt:
l-242-5=0<« 2= —5z. Ein Zahlenbeispiel ist z = —5 und z = 1.

2. Das Skalarprodukt der beiden Vektoren betrdgt —14. Die beiden Vektoren sind
nicht orthogonal zueinander, also ist das Parallelogramm kein Rechteck. Die Uber-

priifung der Vektorenldngen ergibt |a| = /26 = ‘I;‘ Also ist es eine Raute.
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15 GLEICHUNGSSYSTEME

15 Gleichungssysteme

1. Ein lineares Gleichungssystem besteht aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekann-
ten a und b. Dieses Gleichungssystem wurde mit dem Taschenrechner gelést. Als
Losungsmenge zeigt der Taschenrechner a = a, b = 2a an. Interpretieren Sie diese
Losung.

2. Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems.

2z +y =1
—2r—2y+z=2
rT+2y—z=-3

(3+3 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Die Losung a = a, b = 2a bedeutet eine Abhéngigkeit der beiden Variablen von-
einander. Es gibt demnach unendliche viele Zahlenpaare, die das Gleichungssystem
l6sen, z.B. (0]0), (1]2), (2]4).

2.z=1y=-1,2=2.
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16 LAGEBEZIEHUNG GERADE-EBENE (LK)

16 Lagebeziehung Gerade — Ebene (LK)

Die Gerade g und die Ebene E werden durch folgende Gleichungen beschrieben:

1 —4
g: &= 2 |+t 4 1; FE:2x) —2x—2x3=1
-3 2

Bestimmen Sie den Normalenvektor der Ebene E. Begriinden Sie, wie E und g zueinander
liegen und geben Sie ggf. gemeinsame Punkte an.

(6 Punkte)
Erwartungshorizont
2
Der Normalenvektor von F ist 7 = | —2 |, ein Vielfaches des Richtungsvektors von g.
-1

Daher verlduft g senkrecht zu F.
Desweiteren gilt 2-1—2-2 —1-(—3) = 1. Also durchst68t die Gerade g die Ebene im
Punkt P(1]2] — 3).
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17 LAGEBEZIEHUNG VON GERADEN

17 Lagebeziehung von Geraden

1. Gegeben sind die Geraden

1 2 3 5
g: =12 |+r-| 2 |,rekR; h:Z=1|3 |+s-| 5 |,seR.
1 3 2 3

Projiziert man g und h senkrecht in die z — y—Koordinatenebene, so erhélt man
die Geraden ¢’ und h'. Geben Sie die Gleichungen der Geraden ¢’ und h’ in Para-
meterform an.

2. Untersuchen Sie die Lagebeziehung der Geraden ¢’ und %/, und bestimmen Sie
dann ohne Rechnung die Lagebeziechung der Geraden g und h.

(2 + 4 Punkte)

Erwartungshorizont

1. Es gilt

PR | ‘ 2 ] o (3 . 5
g.x—<2>+r<2>,rER, h.x—<3>+s<5>,s€R.

2. Die Richtungsvektoren von ¢’ und h’ sind Vielfache voneinander sind. Daher sind
die beiden Geraden parallel oder identisch. Der Punkt P(3|3) liegt genau dann auf

der Geraden ¢’, wenn es ein r € R mit ( 3 ) = ( ; ) +r- ( g ) gibt. Diese

Aussage flihrt auf den Widerspruch < f ) =r- < ; > Also sind die Geraden ¢’

und /' echt parallel.

Daher besitzen auch die Geraden g und h keinen Schnittpunkt. Die angegeben
Richtungsvektoren von g und h sind keine Vielfachen voneinander und damit nicht
parallel. Also miissen beide Geraden windschief sein.
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