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Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Die Lebensdauer von Glithlampen variiert stark. Wir gehen im Folgenden von einer
gleichmaBigen Nutzung der Glithlampen mit 1000 Stunden im Jahr aus. Bei dieser Nutzung
gilt, dass 40 % der Gliihlampen bereits im ersten Jahr durchbrennen. Innerhalb des zweiten
Jahres werden 25 % der Glithlampen defekt. Innerhalb des dritten Jahres werden 30 % der

Gliihlampen defekt. Langer als vier Jahre leuchtet keine der Glithlampen.

a) (1) Stellen Sie den beschriebenen Sachverhalt in einem geeigneten Diagramm dar.

(2) Berechnen Sie die durchschnittlich zu erwartende Lebensdauer der Gliihlampen.

(4 +5 Punkte)

b) Seit September 2012 werden in Deutschland keine Gliihlampen mehr verkauft. Stattdessen
werden Energiesparlampen angeboten, die u. a. eine ldngere Lebenszeit haben. Vereinfa-
chend gehen wir von sechs Altersstufen' der Energiesparlampen aus, deren Anzahlen

J1 Anzahl der Lampen im ersten Jahr ihrer Betriebszeit

J2 Anzahl der Lampen im zweiten Jahr ihrer Betriebszeit

J6 Anzahl der Lampen im sechsten Jahr ihrer Betriebszeit
am Ende jedes Kalenderjahres durch Zahlung ermittelt und jeweils zu einer Altersvertei

J1
J2
~1J3 . o
lung vV = 4 zusammengefasst werden. Wir gehen in diesem Modell davon aus, dass
J5

J6

jede defekte Energiesparlampe sogleich durch eine neue ersetzt wird. Die Matrix P be

schreibt die Entwicklung der Altersverteilung der Energiesparlampen von Jahr zu Jahr:

! Auch hier gehen wir von einer gleichméRigen Betriebszeit der Lampen mit 1000 Stunden im Jahr aus.
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03 01 01 03 04 1
07 0 0 O 0 O
0 09 0 0 0 O
0 0 09 0 0 Of
0 0 0 07 0 O
0 0 O 0 06 0

(1) Interpretieren Sie die 5. und 6. Spalte der Matrix P im Sachkontext.

Bei Renovierungsarbeiten werden in einem Biirogebdude alle alten Lampen durch 1000

neue Energiesparlampen ersetzt.

(2) Bestimmen Sie die Altersverteilung der Energiesparlampen im Biirogebdude nach

zwei Jahren und nach zehn Jahren.

(3) Berechnen Sie, wie viele Energiesparlampen innerhalb der ersten drei Jahre als Er-

satz fiir defekte Energiesparlampen im Biirogebdude angeschafft werden miissen.

(4) Ermitteln Sie die langfristige Altersverteilung der Energiesparlampen im Biiroge-
bdude. Erkldren Sie fiir eine langfristige Perspektive, wie viele Lampen pro Jahr zu
erneuern sind.

(4+4+6+5 Punkte)
¢) (1) 1 % der Energiesparlampen des Herstellers LUX sind fehlerhaft und leuchten nicht.
Dieser Anteil gilt als unabhdngige Wahrscheinlichkeit fiir jede Lampe.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 250 Energiesparlampen

héchstens 5 Lampen fehlerhaft sind.

Der Hersteller LUX fiihrt eine Werbemalnahme durch und legt mit (unbekannter) Wahr-
scheinlichkeit p zu jeweils einer Lampe einen Gutschein.
(2) Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich bei genau 3 von 5 Lampen je-
weils ein Gutschein befindet, kann durch eine Funktion mit dem Funktionsterm

f (p)z 10- (p5 —-2p*+ p3) mit 0 < p <1 beschrieben werden.

(3) Bestimmen Sie die Nullstellen der ersten Ableitung der Funktion f und interpretie-

ren Sie jede dieser Nullstellen im Sachzusammenhang.

(2 + 4 + 6 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

e Grafikfahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart

Stochastik mit Schwerpunkt stochastische Matrizen

2. Aufgabenstellung’

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zum Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
e KenngroBen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
¢ Binomialverteilung
o Stochastische Prozesse

2. Medien/Materialien
o entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

o Grafikfdhiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

! Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Modellldsungen

Die jeweilige Modelllosung stellt eine mégliche L.osung bzw. Losungsskizze dar.
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg der Schiilerinnen und Schiiler muss nicht
identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige Alternativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile ,,Sachlich richtige
Losungsalternative zur Modelllosung*).

Teilaufgabe a)

(1) Die Aufgabe kann u. a. in Form eines Baumdiagramms oder eines Ubergangsdia-
gramms geldst werden.
Im Baumdiagramm entspricht jeweils eine Stufe einem Jahr, sodass die Anteile an

defekten und nicht defekten Glithlampen eines Jahres an den Pfaden stehen.

nicht
0,7 defekt \
. 1
nicht defekt
0,75 defekt
nicht 0)3 defekt
0,6 defekt
0,25 defekt
0,4
defekt

Der Ubergangsgraph stellt die anteiligen Ubergénge von einem ins néchste Jahr dar

sowie zu dem absorbierenden Zustand ,,defekt*.

@ 0,6 $ 0,75 $ 0,7
0,25 6,3

(2) Der Erwartungswert ergibt sich als Produkt aus Jahren und den dazugehorigen Pfad-

wahrscheinlichkeiten. 0-0,4+1-0,6-0,25+2-0,6-0,75-0,3+3-0,6-0,75-0,7 = 1,365.
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Ebenfalls akzeptiert wird folgende Rechnung, die davon ausgeht, dass der Defekt
am Ende eines Jahrs eintritt:

1.04+2-0,6-0,25+3-0,6-0,75-0,3+4-0,6-0,75-0,7 ~ 2,365.

[Die tatsdchlich durchschnittlich zu erwartende Lebensdauer liegt zwischen beiden

Werten. ]

Teilaufgabe b)

(1)

)

3)

4)

40 % der Energiesparlampen werden im fiinften Jahr ihrer Betriebszeit defekt und
durch neue ersetzt. 60 % der Energiesparlampen, die sich im fiinften Jahr ihrer Be-
triebszeit befinden, werden in dem Jahr nicht defekt. Die 6. Spalte zeigt, dass Ener-

giesparlampen in diesem Modell héchstens sechs Jahre leuchten.

1000 (160 1000\ (283

0 | |210 0 | |166

pe | O |_|830] Ly | O | 147
0 0 0 | |161

0 0 0 | [170

0 0 0 72

Die Altersverteilungen der ersten drei Jahre sind:

300 160 132
700 210 112
0 630 189
ol 2T o T ser
0 0 0
0 0 0

Durch Addition der Eintrdge J1 wird die Anzahl der neu einzusetzenden Lampen
insgesamt berechnet: 300+160+132 =592 . Insgesamt miissen 592 Energiespar-

lampen innerhalb der ersten drei Jahre erneuert werden.

Diese Teilaufgabe kann z. B. numerisch mit Hilfe des GTR gel6st werden. Durch
den Vergleich von hohen Potenzen der Matrix P erkennt man die stabile Grenz-

matrix
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0,283 0,283 0,283 0,283 0,283 0,283
0198 0198 0198 0,198 0198 0,198
0178 0178 0178 0178 0178 0178
0161 0161 0161 0161 0161 0161
0112 0112 0112 0112 0112 0112
0,067 0,067 0,067 0,067 0,067 0,067

P49 ~ PSO ~

283
198
- : a 178 o
Als langfristige Altersverteilung ergibt sich ungefdahr 160 | Daher sind in dem
112

67

Gebdude (auf lange Sicht) ungefdahr 283 Lampen jdhrlich zu erneuern.

Teilaufgabe c)

(1

)

3

Die Zufallsgroe X: Anzahl der fehlerhaften Lampen kann als binomialverteilt an-

genommen werden mit N =250 und p =0,01. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit be-
tragt P(X <5)~0,959. (Der Wert kann z. B. durch die kumulierte Binomialvertei-

lungsfunktion des GTR BinomialCD und Eingabe der Parameter ermittelt werden.)

f(p)=P,(X :3):(3- p*-(1- p) =10- p3-(1—2p+ pz):lo-(p5—2p4+ p?’).

t/(p)=10-(5p* —8p®+3p?). £'(p)=0 liefert die Nullstellen p =0; p =g; p=1.

Fir p=0 (bei keiner Lampe liegt ein Gutschein) und p =1 (bei jeder Lampe liegt
ein Gutschein) ist das Ereignis ,,bei genau 3 von 5 Lampen liegt ein Gutschein® ein
unmogliches Ereignis. Deshalb hat die Wahrscheinlichkeit fiir diese beiden Werte
von p ein Minimum: f(0)=0= f(1).

An der Stelle p =g liegt ein Vorzeichenwechsel in f'(p) von + nach — vor. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei genau 3 von 5 Lampen ein Gutschein liegt, ist fiir

p= 3 maximal
= .



Ministerium fur Schule und Weiterbildung NRW M GK Lampen
Qualitats- und UnterstitzungsAgentur — Landesinstitut fur Schule Beispielaufgabe
Seite 5von 7

(Es gilt f (g) =34,56%. Fiir n=5 und p :g ist 3 der Erwartungswert.)



Ministerium fur Schule und Weiterbildung NRW M GK Lampen
Qualitats- und UnterstitzungsAgentur — Landesinstitut fur Schule Beispielaufgabe
Seite 6 von 7

7. Teilleistungen - Kriterien /| Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal | FK? | ZK | DK
erreichbare
Punktzahl
1 |(1) stellt den beschriebenen Sachverhalt in einem geeigne- 4

ten Diagramm dar.

2 |(2) berechnet die durchschnittlich zu erwartende Lebens- 5
dauer der Gliithlampen.

Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllsung: (9)

Summe Teilaufgabe a) 9

Teilaufgabe b)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling onamal | EK ZK | DK
Punktzahl
1 |(1) interpretiert die 5. und 6. Spalte der Matrix P im 4
Sachkontext.
2 |(2) bestimmt die Altersverteilung der Energiesparlampen 4

nach 2 und nach 10 Jahren.

3 [(3) berechnet, wie viele Energiesparlampen innerhalb der 6
ersten 3 Jahre als Ersatz angeschafft werden miissen.

4 | (4) ermittelt die langfristige Altersverteilung der Energie- 3
sparlampen im Biirogebdude.

5 |(4) erklart fiir eine langfristige Perspektive, wie viele 2
Lampen pro Jahr zu erneuern sind.

Sachlich richtige Lésungsalternative zur Modelllsung: (19)

Summe Teilaufgabe b) 19

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling onamal | EK ZK | DK
Punktzahl

1 [(1) berechnet die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 250 2
Energiesparlampen hdchstens 5 Lampen fehlerhaft sind.

2 [(2) zeigt, dass die dargestellte Wahrscheinlichkeit mit der 4
Funktion f (p) =10- (p5 -2p*+ p3) beschrieben wer-

den kann.
3 |(3) bestimmt die Nullstellen der ersten Ableitung. 3
4 |(3) interpretiert die Nullstellen im Sachzusammenhang. 3

Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (12)

Summe Teilaufgabe c) 12

Summe insgesamt 40
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Abiturpriafung nach dem neuen Kernlehrplan

Beispielaufgabe
Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung:

Die Lebensdauer von Gliihlampen variiert stark. Wir gehen im Folgenden von einer

gleichmafBigen Nutzung der Gliihlampen mit 1000 Stunden im Jahr aus. Bei dieser Nutzung

gilt, dass 40 % der Gliihlampen bereits im ersten Jahr durchbrennen. Innerhalb des zweiten

Jahres werden 25 % der Gliihlampen defekt. Innerhalb des dritten Jahres werden 30 % der

Gliihlampen defekt. Langer als vier Jahre leuchtet keine der Glithlampen.

a) (1) Stellen Sie den beschriebenen Sachverhalt in einem geeigneten Diagramm dar.

(2) Berechnen Sie die durchschnittlich zu erwartende Lebensdauer der Gliihlampen.

(4+5 Punkte)

b) Seit September 2012 werden in Deutschland keine Gliihlampen mehr verkauft. Stattdes-

sen werden Energiesparlampen angeboten, die u. a. eine ldngere Lebenszeit haben. Ver-

einfachend gehen wir von sechs Altersstufen' der Energiesparlampen aus, deren Anzahlen

J1 Anzahl der Lampen im ersten Jahr ihrer Betriebszeit

J2 Anzahl der Lampen im zweiten Jahr ihrer Betriebszeit

J6 Anzahl der Lampen im sechsten Jahr ihrer Betriebszeit

am Ende jedes Kalenderjahres durch Zdhlung ermittelt und jeweils zu einer Altersvertei-

lung V =

J1
J2
J3
J4
J5
J6

zusammengefasst werden. Wir gehen in diesem Modell davon aus, dass je-

de defekte Energiesparlampe sogleich durch eine neue ersetzt wird. Die Matrix P be-

1

Auch hier gehen wir von einer gleichmé&Bigen Betriebszeit der Lampen mit 1000 Stunden im Jahr aus.
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schreibt die Entwicklung der Altersverteilung der Energiesparlampen von Jahr zu Jahr:

03 01 01 03 04 1

07 0 0 0 O
0 09 0 0 O
0 0 09 0 O
0O 0 0 07 O
0O 0 O O 06

0
0
ol
0
0

(1) Interpretieren Sie die 5. und 6. Spalte der Matrix P im Sachkontext.

(2) Bei Renovierungsarbeiten werden in einem Biirogebdude alle alten Lampen durch

1000 neue Energiesparlampen ersetzt.

Bestimmen Sie die Altersverteilung der Energiesparlampen im Biirogebdude nach

zwei Jahren.

(3) Beurteilen Sie, ob eine reelle Zahl r mit 0 <r <1 existiert, sodass die Gleichung
P-V=r-v gilt.

(4+2+5 Punkte)

¢) In einem Schulgeb&ude gibt es 200 neue Energiesparlampen. Da diese sehr haufig aus-
und eingeschaltet werden, ist die Lebenszeit deutlich kiirzer als bei einer gleichmaRigen
Nutzung der Energiesparlampen. Insbesondere der Anteil a der Energiesparlampen, die
im ersten Jahr defekt werden, wird durch diese Nutzung beeinflusst. Der verdnderte Le-

benszeitprozess lasst sich durch die Matrix Q beschreiben:

a 06 07 08 1

l1-a 0 0 0 O

Q= 0 04 0 0 O
0 0 03 0 O

0 0 0 02 0

(1) Der Hausmeister der Schule musste innerhalb von zwei Jahren 200 neue Energie-
sparlampen einbauen.
Ermitteln Sie den Anteil a auf 2 Nachkommastellen genau.
(2) Der Hausmeister behauptet: ,,Jetzt habe ich innerhalb von zwei Jahren jede Lampe
im Gebdude ausgewechselt.”
Priifen Sie diese Behauptung.
(6 + 2 Punkte)
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d) (1) 1 % der Energiesparlampen des Herstellers LUX sind fehlerhaft und leuchten nicht.
Dieser Anteil gilt als unabhdngige Wahrscheinlichkeit fiir jede Lampe.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 250 Energiesparlampen

héchstens 5 Lampen fehlerhaft sind.

Der Hersteller LUX fiihrt eine Werbemalnahme durch und legt mit (unbekannter) Wahr-

scheinlichkeit p zu jeweils einer Lampe einen Gutschein.

(2) Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich bei genau 3 von 5 Lampen

jeweils ein Gutschein befindet, kann durch eine Funktion mit dem Funktionsterm
f (p):lo-(p5 -2p*+ p3) mit 0< p <1 beschrieben werden.
(3) Bestimmen Sie die Nullstellen der ersten Ableitung der Funktion f und interpretieren

Sie jede dieser Nullstellen im Sachzusammenhang.

(2 + 4 + 6 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

o Grafikfahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fir die Lehrkraft

Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart

Stochastik mit Schwerpunkt stochastische Matrizen

2. Aufgabenstellung’

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zum Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
e KenngroBen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
¢ Binomialverteilung
o Stochastische Prozesse

2. Medien/Materialien
o entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

o Grafikfdhiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

! Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Modellldsungen

Die jeweilige Modelllosung stellt eine mégliche L.osung bzw. Losungsskizze dar.
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg der Schiilerinnen und Schiiler muss nicht
identisch mit dem der Modelllésung sein. Sachlich richtige Alternativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile ,,Sachlich richtige
Losungsalternative zur Modelllosung*).

Teilaufgabe a)

(1) Die Aufgabe kann u.a. in Form eines Baumdiagramms oder eines Ubergangsdia-
gramms geldst werden.
Im Baumdiagramm entspricht jeweils eine Stufe einem Jahr, sodass die Anteile an de-

fekten und nicht defekten Gliihlampen eines Jahres an den Pfaden stehen.

nicht
0,7 defekt \
. 1
nicht defekt
0,75 defekt
nicht 0)3 defekt
0,6 defekt
0,25 defekt
0,4
defekt

Der Ubergangsgraph stellt die anteiligen Uberginge von einem ins néchste Jahr dar so-

wie zu dem absorbierenden Zustand ,,defekt*.

@ 0,6 $ 0,75 $ 0,7
0,25 6,3

(2) Der Erwartungswert ergibt sich als Produkt aus Jahren und den dazugehorigen Pfad-

wahrscheinlichkeiten. 0-0,4+1-0,6-0,25+2-0,6-0,75-0,3+3-0,6-0,75-0,7 = 1,365.

Ebenfalls akzeptiert wird folgende Rechnung, die davon ausgeht, dass der Defekt am

Ende eines Jahres eintritt:
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1.04+2-0,6-0,25+3-0,6-0,75-0,3+4-0,6-0,75-0,7 = 2,365 .

[Die tatsdchlich durchschnittlich zu erwartende Lebensdauer liegt zwischen beiden Wer

ten.]

Teilaufgabe b)

(D) 40 % der Energiesparlampen werden im fiinften Jahr ihrer Betriebszeit defekt und

durch neue ersetzt. 60 % der Energiesparlampen, die sich im fiinften Jahr ihrer Be-

triebszeit befinden, werden in dem Jahr nicht defekt. Die 6. Spalte zeigt, dass Ener-

giesparlampen in diesem Modell héchstens sechs Jahre leuchten.

1000\ (160
0 | [210
@ Pl O |_|6%0
0 0
0 0
0 0
03 01 01 03 04
07 0 0 0 0
0 09 0 0 0
©) 0 0 09 0 0
0 0 0 07 O
0 0 0 0 06

-~ ® QO O T Q2
- DD QO O T D

1
0
0
ol
0
0

0,3a+0,1b+01c+0,3d +0,4e+f =r-a
0,7a=r-b
09b=r-c
09c=r-d
0,7-d=r-e
06e=r-f

Summiert man die einzelnen Eintrdge der Verteilung auf, ergibt sich:

at+b+c+d+e+f=r-(a+b+c+d+e+f)
o @-r)-(a+b+c+d+e+f)=0.

Da die Gesamtzahl der Lampen positiv ist, kann es kein I mit 0 <r <1geben.

Teilaufgabe c)

(D) Die Altersverteilungen der ersten zwei Jahre sind:

200a

(1-a)-200

0
0
0

200a° +0,6- (1—a) - 200

(1-a)-200a
0,4-(1-a)-200
0
0
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Die Summe der neuen Lampen (Eintrdge J1) muss 200 ergeben. Die zugehorige
Gleichung lautet: 200 =200a +200a’ +0,6-(1—a)-200. Hieraus folgt a =~ 0,463
oder a~-0,863. Da a=>0, ist 0,46 der gesuchte Anteil an Energiesparlampen, die
im ersten Jahr ihrer Betriebszeit defekt werden.

Der Hausmeister hat genauso viele Energiesparlampen ausgewechselt, wie es Lam-
pen im Gebdude gibt. Dies bedeutet jedoch nicht zwangsldufig, dass jede Energie-
sparlampe in den zwei Jahren genau einmal erneuert worden ist. Manche Energie-
sparlampen haben z. B. eine Lebenszeit von mehr als zwei Jahren, wahrend an ande-

ren Stellen die Lampen haufiger zu erneuern sind.

Teilaufgabe d)

(M

)

3

Die ZufallsgroBRe X: Anzahl der fehlerhaften Lampen kann als binomialverteilt an-

genommen werden mit N =250 und p =0,01. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit be-

trigt P(X <5)~0,959. (Der Wert kann z. B. durch die kumulierte Binomialvertei-

lungsfunktion des GTR BinomialCD und Eingabe der Parameter ermittelt werden.)

f(p)="P,(X =3)=®- p°-(1-p)’ =10-p*-(1-2p+ p?)=10-(p° —2p* + p°).

f'(p)=10-(5p* —8p*+3p?). f'(p)=0 liefert die Nullstellen p =0; p =§; p=1.
Fir p=0 (bei keiner Lampe liegt ein Gutschein) und p =1 (bei jeder Lampe liegt
ein Gutschein) ist das Ereignis ,,Bei genau 3 von 5 Lampen liegt ein Gutschein® ein

unmogliches Ereignis. Deshalb hat die Wahrscheinlichkeit fiir diese beiden Werte
von p ein Minimum: f(0)=0= f(1).

An der Stelle p :g liegt ein Vorzeichenwechsel in f'(p) von + nach — vor. Die

Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass bei genau 3 von 5 Lampen ein Gutschein liegt, ist fiir

3 .
p= T maximal.

( f(g) =34,56%. Fiir n=5und p =g ist 3 der Erwartungswert.)
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7. Teilleistungen - Kriterien /| Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal | FK? | ZK | DK
erreichbare
Punktzahl
1 |(1) stellt den beschriebenen Sachverhalt in einem geeigne- 4

ten Diagramm dar.

2 |(2) berechnet die durchschnittlich zu erwartende Lebens- 5
dauer der Gliithlampen.

Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllsung: (9)

Summe Teilaufgabe a) 9

Teilaufgabe b)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling onamal | EK ZK | DK
Punktzahl
1 |(1) interpretiert die 5. und 6. Spalte der Matrix P im 4
Sachkontext.
2 |(2) bestimmt die Altersverteilung der Energiesparlampen 2
nach 2 Jahren.
3 | (3) beurteilt, ob eine reelle Zahl I mit 0 <r <1 existiert, 5
sodass die Gleichung P-V =r-V gilt.

Sachlich richtige Lésungsalternative zur Modelllsung: (11)

Summe Teilaufgabe b) 11

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amal | EK® | ZK | DK
Punktzahl
1 |(1) ermittelt den Anteil & auf 2 Nachkommastellen genau. 6
2 [(2) priift die genannte Behauptung. 2
Sachlich richtige Lésungsalternative zur Modellldsung: (8)
Summe Teilaufgabe c) 8
Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling onaxmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |[(1) berechnet die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 250 2
Energiesparlampen hochstens 5 Lampen fehlerhaft sind.
2 [(2) zeigt, dass die dargestellte Wahrscheinlichkeit mit der 4
Funktion f (p) =10- (p5 -2p*+ p3) beschrieben wer-
den kann.
3 |(3) bestimmt die Nullstellen der ersten Ableitung. 3
4 |(3) interpretiert die Nullstellen im Sachzusammenhang. 3
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (12)
Summe Teilaufgabe d) 12
Summe insgesamt 40

3 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Abiturpriufung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Vor der Nordseekiiste befindet sich die grofite deutsche Erdollagerstitte Mittelplate. Seit
Dezember 1987 wird sie mit Bohrungen bis 3.000 Meter Tiefe erschlossen (Bohranlage 1).
Seit Anfang 2005 wird zusdtzlich mit Bohrldangen bis zu 8000 Metern gefordert (Bohranla-
ge 2). Seit 2011 wird wiederum zusdtzlich noch eine andere innovative Bohrtechnik ange-
wendet (Bohranlage 3).

Die folgende Grafik® (Abbildung) zeigt die Férderraten von Mittelplate von Anfang 1988
(t = 0) bis Ende 2013. Die Forderraten werden in Millionen Tonnen Ol pro Jahr angegeben.

Abbildung

Quelle: http://www.rwe.com/web/cms/de/155150/mittelplate/home/forderkonzept/forderentwicklung
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a) Zur Modellierung der Férderraten werden die Funktionen g mit g(t) = 0,06 - e%25¢,
t =0, und f mit f(t)= 0,2-e%%1 0,1 >0, vorgeschlagen.

(1) Berechnen Sie fiir die in der Tabelle angegebenen Jahreszahlen die Funktionswerte
von g und f.

Anfang des Jahres | 1988 1995 1999 2002 2005
t 0 7 11
g(t)
f(®
Tabelle

(2) Zeichnen Sie mit Hilfe des GTR die Graphen von g und f und iibertragen Sie einen
geeigneten Ausschnitt der Graphen in das Diagramm (Abbildung, S. 1).

(3) Vergleichen Sie anhand der Graphen beide Funktionen im Hinblick auf eine Model-
lierung der Forderraten von Mittelplate im Zeitraum bis 2005.
Begriinden Sie, warum g fiir eine Modellierung iiber das Jahr 2005 hinaus nicht
geeignet ist.

(4 + 5+ 7 Punkte)

b) Im Folgenden wird zur Modellierung der Férderrate von Bohranlage 1 die Funktion f
mit f(t)=0,2- e"?®1—0,1-e"*"*"  im Bereich von t =0 bis zu ihrer Nullstelle ty =19,8
verwendet.

(1) Interpretieren Sie den Verlauf des Graphen von f fiir 17 <t <t, im Sachzusam-
menhang.

(2) Ermitteln Sie die groSte Forderrate, die in diesem Modell erreicht wird.

(3) V(t) bezeichnet die gesamte von t =0 bis zu einem Zeitpunkt t (0 <t <ty) gefor-
derte Erd6lmenge (in Millionen Tonnen).

Weisen Sie nach, dass in diesem Modell gilt: V(t) :;-eo’zgt _%.60,31& —%.
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Ab 2005 gelang es, durch die zusétzlichen Bohranlagen 2 und 3 die Forderraten in den
ndchsten zwei Jahren noch anndhernd auf dem Stand von 2005 (t =17 ) zu halten, danach
gingen sie immer weiter zuriick. Aus der Abbildung kénnen Sie ndherungsweise die durch-
schnittlichen Forderraten der folgenden Jahre ablesen.

(4) Ermitteln Sie, wie viel Erdol ab Anfang 2005 noch durch die Bohranlage 1, deren
Forderrate durch f modelliert wird, gewonnen werden konnte.
[Zur Kontrolle: ca. 4 Mio. Tonnen]

(5) Bestimmen Sie mit Hilfe der Abbildung ndherungsweise, wieviel Erdél in etwa von
Anfang 2005 bis Ende 2013 durch die eingesetzten Bohranlagen gegeniiber der
durch die Funktion f beschriebenen Forderrate der Bohranlage 1 zusdtzlich ge-
wonnen wurde.

(3+6+4+2+ 4 Punkte)

¢) Betrachten Sie nun unabhingig vom Kontext die Funktion f mit

f(t)=0,2-e"%1-0,1-e"*"" ¢>0.

In den Exponenten wird zu beiden Faktoren (0,28 und 0,315) jeweils die gleiche Zahl a
addiert.

Begriinden Sie, dass sich dadurch die Nullstelle von f nicht dndert.

(5 Punkte)
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Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan

Beispielaufgabe
Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart

Analysis, Exponentialfunktionen in Sachzusammenhéngen

2. Aufgabenstellung

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

http://www.rwe.com/web/cms/de/155150/mittelplate/home/forderkonzept/forderentwicklung

4. Beziige zum neuen Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
(Funktionen und Analysis)
e Funktionen als mathematische Modelle
e Fortfithrung der Differentialrechnung
0 Untersuchung von Eigenschaften in Abhdngigkeit von einem Parame-

ter bei ganzrationalen Funktionen

b wobei

0 Untersuchung von Funktionen des Typs f(x)= p(x)-e
p(x) ein Polynom hochstens zweiten Grades ist
0 einfache Summe der oben genannten Funktionstypen
e Grundverstdndnis der Integralrechnung

¢ Integralrechnung
2. Medien/Materialien

entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

o Grafikfdhiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

(Stand: 09.07.2015)
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modellldsungen

Diejeweilige Modelllosung stellt eine mdgliche L 6sung bzw. L 6sungsskizze dar .

Der gewdahlte L 6sungsansatz und -weg der Schilerinnen und Schiler muss nicht
identisch mit dem der M odelllésung sein. Sachlich richtige Alter nativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile, Sachlich richtige

L dsungsalter native zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)
(1) g(t)=0,06-e>*" und f(t)=0,2->*%* -0,1-e"*"*, t > 0

Anfang des Jahres | 1988 1995 1999 2002 2005
t 0 7 11 14 17

q(t) 0,06 0,345 0,939 1,987 4,206
f(©) 0,1 0,513 1,154 1,853 2,183

)

Abbildung, ergdnzt um die Graphen von f und g

(3) Beide Funktionen bilden bis zum Jahr 2002 (t =14) die Tatsache ab, dass die Férderra-

ten in diesem Zeitraum immer weiter gestiegen sind.

Bis t =14 (2002) liegt der Graph der Exponentialfunktion g sehr dicht an den realen
Messdaten. Danach steigt der Graph aber immer stdrker und entfernt sich zunehmend
von den gezeichneten Saulen.

f liegt hingegen im Zeitraum von 1993 bis 1999 (t =11) iiber den gemessenen Wer-

ten, danach steigt der Graph allerdings zunehmend weniger an und bildet ab 2002 die
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Tatsache ab, dass die Forderraten zunédchst ebenfalls langsamer zunehmen und im Jahr
2003 maximal sind. Die Modellfunktion erreicht den Hochpunkt erst im Jahr 2004.

Uber 2005 hinaus ist eine Modellierung durch g trotz der anfinglich besseren Passung
zu den Messwerten nicht geeignet, da die Funktion weiterhin monoton steigt, wahrend

die Forderraten tendenziell sinken.

Teilaufgabe b)

(1) Nach dem Erreichen des Hochpunkts (ca. 2005) sinken die Férderraten sehr schnell

()

3)

(4)

und gehen bis zum Ende des Jahres 2007 bis auf 0 Millionen Tonnen pro Jahr zurtick.
D. h., dass zu diesem Zeitpunkt die Férderung eingestellt wird. Ein Grund fiir diesen
Riickgang konnte sein, dass in dem Olfeld nicht weiter geférdert werden kann.

Die grofte Forderrate entspricht dem Maximum der Funktion f .
Die notwendige Bedingung: f'(t;)=0 <> 0,056-e%** —0,0315-¢"*"* =0 fiihrt auf

0,035t

die Gleichung e = % mit der Losung t, =16,439.

Es gibt also nur eine mogliche Maximalstelle. Aus dem Graphen von f kann man ent-

nehmen, dass der Graph vorher steigt und nachher fillt, sodass es sich tatsachlich um
eine Maximalstelle handelt.

fty)=2,217

Die grote Fordermenge lag nach diesem Modell bei ca. 2,2 Mio. t/Jahr.

Die Gesamtmenge des geforderten Erdols lasst sich als Integral von f berechnen.
t t

V() = j f(x)dx = jo,z 0% _0,1.¢%31% g
0 0

Zu zeigen: V ist eine Stammfunktion von f und V(0)=0.

V(t) = E_eo,zsr _E‘eo,:nsz 25

7 63 63
= V'(t)= E‘ﬁ‘eO,ZBI 20 315 03150 _ l_eO,ZSt _i_eo,315r ~ ().
7 100 63 1000 5 10
V ist also eine Stammfunktion von f und V(0) = 2 202 0

7 63 63

V(ty)-V(17)~ V(19,8)-V(17) ~ 19,921 15,798 = 4,123 ~ 4.

Man konnte mit der alten Anlage noch ca. 4 Mio. t Erdol fordern.
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(5) Die gesamte Fordermenge aus diesem Zeitraum erhdlt man durch Addition der aus der
Abbildung ndherungsweise abgelesenen durchschnittlichen Forderraten, jeweils multi-
pliziert mit 1 Jahr.

Zum Beispiel: 3-2,1+18+15+12+14+ 13+ 14 =149 = 15.
Es wurden ungeféhr 15 Mio. Tonnen Erd6l von Anfang 2005 bis Ende 2013 geférdert.
15-4,12 ~ 10,9.

Zusitzlich wurden durch die neue Anlage also ca. 11 Mio. Tonnen Ol gefordert.

Teilaufgabe c)
Zunachst wird zu beiden Faktoren die Zahl a addiert, danach wird der Funktionsterm
gleich 0 gesetzt.
0,2 e(0,28+a)-t -0,1- e(0,315+a)-t -0
o 0’2_e(0,28+a)-t _ 0’1_8(0,315+a)-t
o 0’2 .e0,28-t . ea-t — 0’1 _60,315-t . ea‘t
Da e® # 0, kann man beide Seiten der Gleichung durch e** dividieren. Damit ist die L&-
sung dieser Gleichung unabhédngig von a und stimmt mit der Losung der Gleichung

0,2-e%2%1—0,1-€"°" =0 {iberein.
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7. Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling naximal | EK! ZK DK
Punktzahl
1 [(1) berechnet die Funktionswerte zu den angegebenen 4
Jahreszahlen.
2 |(2) zeichnet die Graphen von g und f in Abbildung 5
1 ein.
3 | (3) vergleicht anhand der Graphen beide Funktionen 5
im Hinblick auf eine Modellierung.
4 | (3) begriindet, warum g fiir eine langfristige Model- 5
lierung nicht geeignet ist.
sachlich richtige Alternativen: (16)
Summe Teilaufgabe a) 16
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jnaximal | EK ZK DK

Punktzahl

1 |(1) interpretiert den Verlauf von f fiir 17 <t <t im 3

Sachzusammenhang.
2 [(2) ermittelt die groRte Forderrate. 6
3 | (3) weist den Funktionsterm fiir die gefoérderte Erd- 4

olmenge nach.

4 | (4) ermittelt, wie viel Erdol noch ab 2005 mit der alten 2
Bohranlage geférdert wurde.

5 |(5) bestimmt mit Hilfe der Abbildung nidherungswei- 4
se, wieviel Erdol durch die eingesetzten Bohranlagen
im angegebenen Zeitraum gewonnen wurde.

sachlich richtige Alternativen: (19)

Summe Teilaufgabe b) 19

! EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jmaximal | K ZK DK
Punktzahl
begriindet, dass sich die Nullstelle nicht dndert. 5
sachlich richtige Alternativen: (5)
Summe Teilaufgabe c) 5
Summe insgesamt 40
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Abiturpriufung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung':

Laut ADFC (Allgemeiner Deutscher Fahrrad Club) nutzen zwei Drittel aller Deutschen ihr
Fahrrad privat oder auf dem Weg zur Arbeit wenigstens einmal im Monat.
In der gesamten Aufgabe sollen alle genannten Anteile als Wahrscheinlichkeiten verwendet

werden.

a) In einer reprasentativen Umfrage werden 100 zufédllig ausgewdhlte Deutsche befragt.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse:

(1) E;: Unter den Befragten nutzen genau 70 wenigstens einmal im Monat ihr Fahrrad.

(2) Eu: Unter den Befragten nutzen mindestens 70 wenigstens einmal im Monat ihr Fahr-
rad.

(3) Ej3: Unter den Befragten nutzen mehr als 60 und héchstens 70 wenigstens einmal im

Monat ihr Fahrrad.
(2 + 3 + 3 Punkte)

b) Bei Kontrollen der Polizei werden Fahrrader, die Mangel aufweisen, beanstandet. Bei
diesen Priifungen hat durchschnittlich ein Sechstel der Fahrrader Méngel.

N

y : : : : : :
| e S E

0.05{

0 10 20 30 20 50 60
Abbildung: Binomialverteilung mit den Parametern n=60 und p = ¢
(1) Beschreiben Sie die Abbildung im Sachzusammenhang.
(2) Erkldren Sie, wie sich die Abbildung verdndert, wenn der Parameter n gréBer wird.
(3) Bestimmen Sie die Anzahl n der Fahrrdder, die von der Polizei mindestens kontrolliert
werden miissen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % wenigstens

ein Fahrrad mit Mdngeln entdeckt wird.
(4 + 4 + 6 Punkte)

! Quelle: Abitur NRW M GK 2013
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c) Die Einsatzleitung der Polizei vermutet, dass wegen der hdufigen Kontrollen mittlerweile
weniger als 10 % der Fahrrader Méangel aufweisen. Sie mochte diese Vermutung anhand
einer Stichprobe von 200 Fahrrddern tiberpriifen. Werden weniger als 13 Fahrrader mit
Maingeln in der Stichprobe gefunden, geht die Polizei davon aus, dass ihre Vermutung
richtig ist. Als Konsequenz wird sie dann die Haufigkeit der Kontrollen reduzieren.

Nehmen Sie an, dass tatsdchlich nur noch 8 % aller Fahrrdder Méangel aufweisen.

Berechnen Sie fiir p = 0,08 die Wahrscheinlichkeit P(X > 12) und beschreiben Sie de-
ren Bedeutung im Sachzusammenhang.

(5 Punkte)

d) Die Nutzung des Fahrrads als regelmaRiges Verkehrsmittel auf dem Weg zur Arbeit
hangt unter anderem von der Ortsgrofie ab.

Anteil der Personen in der Be-

davon regelmilige

OrtsgrofRe volkerung, die in einem Ort der Nutzung des
angegebenen OrtsgrofSe leben’ Fahrrads®
unter 20000 Einwohner 40,4 % 37,0 %
tiber 20000 Einwohner 59,6 % 425 %

(1) Stellen Sie den Sachverhalt in einem Baumdiagramm dar und berechnen Sie alle

resultierenden Pfadwahrscheinlichkeiten (1. Stufe: OrtsgrolSe).

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus der Bevélkerung zufdllig
ausgewdhlte Person regelmdBig ein Fahrrad als Verkehrsmittel nutzt.

(6 + 2 Punkte)

e) Studien zeigen, dass Personen, die beim Fahrradfahren keinen Helm tragen, ein viermal
so hohes Risiko fiir schwere Verletzungen eingehen wie Personen, die einen Helm tragen.
Unabhéngig davon reduziert sich das Unfallrisiko bei 20- bis 40-jdhrigen Fahrradfahre-
rinnen und Fahrradfahrern auf 55 % des Risikos bei 10- bis 15-jdhrigen Kindern.

Bestimmen Sie, um wie viel Prozent bei einem 10- bis 15-jdhrigen Kind, das keinen Helm
trdgt, das Risiko fiir eine schwere Verletzung héher ist als bei einer 20- bis 40-jédhrigen

Person, die einen Helm trdgt.

Zugelassene Hilfsmittel:

e Grafikfahiger Taschenrechner

e Mathematische Formelsammlung
o Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

(5 Punkte)

2 Quelle: Laufende Raumbeobachtung des Bundesamtes fiir Bauwesen und Raumordnung (2011)

% Fahrradmonitor des ADFC
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Unterlagen fir die Lehrkraft

Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart

Stochastik mit Binomialverteilung (ohne Stochastische Matrizen)

2. Aufgabenstellung’

siehe Priifungsaufgabe’

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zum Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
e KenngroBen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
¢ Binomialverteilung

2. Medien/Materialien
e entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

o Grafikfdhiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.

2 Die Aufgabe ist dem Aufgabensatz vom Abitur 2013 entnommen und dem KLP GOSt 2014 angepasst worden.
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modellldsungen

Diejeweilige Modelllosung stellt eine mdgliche L 6sung bzw. L 6sungsskizze dar .

Der gewdahlte L 6sungsansatz und -weg der Schilerinnen und Schiler muss nicht
identisch mit dem der M odelllésung sein. Sachlich richtige Alter nativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile, Sachlich richtige

L dsungsalter native zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)
Die Zufallsgrolle X beschreibe die Anzahl der regelméfigen Fahrradnutzer unter den 100

befragten Personen. X sei binomialverteilt mit n =100 und p = %

(1) Ej: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt:
GTR . B 2
P(E,)=P(X =70) =~ 0,0673, mit binomPdf (100| §| 70).
(2) E,: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt:
GTR - 2
P(E,)= P(X 270) ~ 0,2766 , mit binomCdf (100 |2| 70| 100).

(3) Ej: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt:

GTR

P(E,)=P(60<X <70)=P(61< X <70) ~ 0,6941, mit

binomCdf (100 |2| 61| 70).

Teilaufgabe b)
1
(1) Inder Abbildung ist eine Binomialverteilung mit den Parametern n=60 und p = s

dargestellt. Insgesamt werden in der Kontrolle n =60 Fahrrader untersucht. Ein kon-
trolliertes Fahrrad weist mit der Wahrscheinlichkeit p =+ Mangel auf.

(2) Mit groller werdendem n (Anzahl der untersuchten Fahrrdder) verschiebt sich das
Maximum der Verteilung, das beim Erwartungswert 4 =n-p angenommen wird, nach

rechts. Die Verteilung wird flacher und breiter, die Streuung mit wachsendem n eben-
falls groRBer wird.

(3) Die Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der Fahrrader mit Mdngeln. X ist binomi-

alverteilt mit p =¢ und unbekanntem n . Die Wahrscheinlichkeit P(X >1)>0,9 kann

durch systematisches Probieren mit dem GTR (Befehl binomCdf) gelost werden.
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GTR GTR

Firn = 12 gilt P(X <1) ~ 0,887 und fiirn = 13 gilt P(X <1) ~ 0,906. Also ist fiir
n=13 der Wert erstmals groer als 0,9. Es miissen mindestens 13 Fahrrdder von der

Polizei kontrolliert werden.

Teilaufgabe c)

GTR

B s (X >12) ~ 0,82 (mit binomCdf(2000,08|13]200) ermittelt).

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 82 % wird die Polizei in der Stichprobe mehr als
12 Fahrrdader mit Méangeln finden, obwohl p = 0,08 gilt. In diesem Fall wird die Ein-

satzleitung der Polizei die Haufigkeit der Kontrollen nicht reduzieren.

Teilaufgabe d)

D
regelmalig 0,1495
0,37
unter 20000
Einwohner 0,63 nicht regelmafig  0,2545
0,404
0.425 regelmalig 0,2533
0,596 iber 20000 Ein-
h
WOnner 0,575 nicht regelmafig 0,3427

(2) P("regelm. Nutzung") =0,404-0,37+0,596-0,425=0,40278 .

Teilaufgabe e)

Zur Veranschaulichung der Situation kann folgende Tabelle helfen:

mit Helm ohne Helm
10 bis 15 Jahre X 4x
20 bis 40 Jahre 0,55x 2,2x

Das gesuchte Verhiltnis betrdgt also: 4x:(0,55x) = 7,27.

Damit ist das Verletzungsrisiko auf das ca. 7,27-Fache erhoht, es ist um ca. 627 % hoher als

bei einem &lteren Fahrradfahrer, der einen Helm trégt.
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7. Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit
Teilaufgabe a)

M GK Stochastik

Fahrradclub

Seite 4 von 5

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jhaxdmal ) K3 ZK DK
Punktzahl
1 [(1) berechnet die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 2
2 |(2) berechnet die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 3
3 | (3) berechnet die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 3
sachlich richtige Alternativen: (8)
Summe Teilaufgabe a) 8
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jaximal | EK ZK DK
Punktzahl
1 [(1) beschreibt die Abbildung im Sachzusammenhang. 4
2 |(2) erklért die Verdnderungen mit wachsendem n. 4
3 |(3) bestimmt die Anzahl der Fahrrédder, die mindes- 6
tens kontrolliert werden miissen.
sachlich richtige Alternativen: (14)
Summe Teilaufgabe b) 14
Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jmaximal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |berechnet die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 2
2 |beschreibt die Bedeutung im Sachzusammenhang. 3
sachlich richtige Alternativen: (9)
Summe Teilaufgabe c) 5

3 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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M GK Stochastik

Fahrradclub
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Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jnaximal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |(1) stellt den Sachverhalt in einem Baumdiagramm 2
dar.
2 |(1) berechnet alle resultierenden Pfadwahrscheinlich- 4
keiten.
3 |(2) bestimmt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 2
sachlich richtige Alternativen: (8)
Summe Teilaufgabe d) 8
Teilaufgabe e)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
Punktzahl
1 |[bestimmt den gesuchten Prozentsatz. 5
sachlich richtige Alternativen: (5)
Summe Teilaufgabe e) 5
Summe insgesamt 40
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Abiturpriufung nach dem neuen Kernlehrplan
— Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Eine grofle Tankstelle mochte ihren Umsatz durch eine Werbemalnahme steigern. Ab einer
Tankfiillung im Wert von mindestens 50 € erhélt der Kunde ein Tiitchen mit zwei kleinen
Modellautos. Insgesamt gibt es vier unterschiedliche Modellautos A, B, C, und D. In jedem
Tiitchen befinden sich zwei unterschiedliche Autos. Jede Kombination von unterschiedli-

chen Modellautos ist wihrend der Dauer der Werbekampagne gleich wahrscheinlich.

a) Das Sammeln der Modellautos wird als zufdlliger Prozess mit fiinf verschiedenen Zu-
standen betrachtet. Zustand Z, Z,, Z,, Z3, Z, bedeutet, dass man Modellautos 0, 1, 2, 3
oder 4 verschiedene Modellautos besitzt. Der Sammelprozess wird in folgendem Dia-
gramm dargestellt:

(1) Geben Sie alle méglichen Kombinationen der Modellautos in den Tiitchen an und
erkldren Sie die im Diagramm genannten Wahrscheinlichkeiten.
(2) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Erhalt von drei Tiitchen das
Modell D nicht dabei ist.
(3) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Erhalt von drei Tiitchen ge-
nau ein beliebiges Modell nicht dabei ist.
(7 + 3 + 3 Punkte)
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b) Der Sammelprozess kann auch durch folgende Matrix U beschrieben werden:

1)

)

(3

1

6

U= (3
3

\2

6

)

1

N[RN[R O

Begriinden Sie, warum die 3 x 3 Matrix den Sammelprozess auch vollstindig be-
schreibt.

b2
Bestimmen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeitsverteilung <P3> fiir die Zustdnde

Pa
Z,,Z5 und Z, nach dem Erhalt von einem Tiitchen und von zwei Tiitchen.

Bestimmen Sie die Anzahl der Tiitchen, die notwendig sind, um mit mindestens 95 %
Wahrscheinlichkeit alle vier Modellautos zu erhalten.

(4 + 4 + 7 Punkte)

c) Die Marketingabteilung des Mineraldlkonzerns, der die benachbarte Tankstelle betreibt,
entwickelt nun in Konkurrenz ebenfalls eine Werbeaktion. Jeder Kunde erhélt an der
Kasse einen Schliisselanhdnger. Diese Schliisselanhdnger werden in groer Anzahl von
einem Hersteller produziert, der seinen Kunden ,,Qualitidtsware“ mit einem Ausschus-
santeil p < 1% verspricht. Vor der Auslieferung findet eine stichprobenartige Kontrolle
statt.

Es werden 1000 zuféllig der Produktion entnommene Schliisselanhdnger kontrolliert.
Erst wenn mindestens 16 defekte Schliisselanhdnger in der Stichprobe gefunden werden,
geht man von schlechter Qualitét der Produktion aus und liefert nicht aus.

1)

)

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit Py, dass nicht ausgeliefert wird, obwohl tat-
sdchlich ,, Qualitdtsware“ mit genau 1 % Ausschuss hergestellt wird. Geben Sie an,
welche Modellannahme Ihrer Rechnung zugrunde liegt.

[Kontrollergebnis: Py = 0,048]

Jemand schldgt vor nicht auszuliefern, wenn eine doppelt so grolle Stichprobe min-
destens 32 defekte Schliisselanhédnger enthalt.

Beurteilen Sie die Aussage: ,, Bei weiterhin genau 1 % Ausschussanteil bleibt mit
diesem Vorschlag die Wahrscheinlichkeit, dass nicht ausgeliefert wird, gleich.

(3) Die Zufallsgroe X beschreibe die Anzahl defekter Schliisselanhdnger in der Stich-

probe.
Ermitteln Sie fiir p = 0,02 und n = 1000 die Wahrscheinlichkeit P(X < 15) und
beschreiben Sie die Bedeutung im Sachkontext.

Zugelassene Hilfsmittel: (5+ 3 + 4 Punkte)

o Grafikfdahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fir die Lehrkraft

Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart

Stochastik mit Schwerpunkt Stochastische Matrizen

2. Aufgabenstellung!

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zum Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
e KenngroBen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
¢ Binomialverteilung
o Stochastische Prozesse

2. Medien/Materialien
e entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

o Grafikfdhiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

! Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen

6.1 Modellldsungen

Diejeweilige Modelllosung stellt eine mdgliche L 6sung bzw. L 6sungsskizze dar .

Der gewdahlte L 6sungsansatz und -weg der Schilerinnen und Schiler muss nicht
identisch mit dem der M odelll6sung sein. Sachlich richtige Alter nativen wer den mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile, Sachlich richtige

L dsungsalter native zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)

(1) Es gibt sechs verschiedene Kombinationen: A-B/ A-C / A-D/B-C/B-D/ C-D.
Die Wahrscheinlichkeit 1 bedeutet, dass der folgende Zustand mit Sicherheit erreicht
wird. Dies gilt fiir den Anfangszustand (man hat sofort zwei verschiedene Modellautos,
also kann der Zustand 1 — nur ein Modellauto — nicht erreicht werden) und den Endzu-
stand (man hat alle vier Modellautos). Der Prozess bleibt stabil im Zustand 4.

Wenn man zwei Autos besitzt, ist die Wahrscheinlichkeit, im Zustand 2 zu verbleiben,
%, da eines von sechs moglichen Tiitchen bereits erworbene Modelle enthélt. Ebenso
enthélt ein Tiitchen die beiden anderen Modelle, also hat der Ubergang von 2 nach 4
ebenfalls die Wahrscheinlichkeit %. Vier von sechs Tiitchen enthalten genau ein neues
Modellauto, daher tritt der Ubergang von 2 nach 3 genau mit einer Wahrscheinlichkeit
2 .
von - ein.
3
Wenn man drei verschiedene Modellautos hat, enthélt das nachste Tiitchen mit einer
Wahrscheinlichkeit von % ein neues Modell, da jedes beliebige Modell in drei von

sechs Tiitchen enthalten ist.

(2) Es gibt drei unabhdngige Ziehungen. In drei von sechs verschiedenen méglichen Tiit-

chen ist das Modell D enthalten, die Wahrscheinlichkeit, dass Modell D in einem be-

liebigen Tiitchen ist, betrdgt somit jeweils % (siehe a)).

3
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdgt also G) = % = 0,125.

(3) Berechnet werden muss die Wahrscheinlichkeit, nach drei Ziehungen noch in Zustand

3 zu sein. Moglich sind die Pfade 2-2-3 oder 2-3-3.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt 1 - % . g +1-

w N
N |-

=2~ 0,44.
9
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Teilaufgabe b)

(D

()

Da der Sammelprozess mit dem Erhalt des ersten Tiitchens beginnt, kann der Zustand
Z, als Ausgangszustand betrachtet werden. Im Prozess sind zudem die Zustdnde Z3 und
Z, moglich. Da ein Ubergang in den vorherigen Zustand — man ,verliert’ keine Modell-
autos mehr —, also von Z, nach Z3 oder Z, bzw. von Z, nach Z; nicht moglich ist, betra-
gen die jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten 0. Die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Verbleiben im Zustand Z;, i = 2,3, 4 sind im Ubergangsdiagramm ablesbar und be-
finden sich in der Diagonalen der Matrix. Die restlichen Ubergangswahrscheinlichkei-

ten sind ebenfalls im Ubergangsdiagramm ablesbar.

Nach dem Erhalt von einem Tiitchen befindet man sich mit Sicherheit im Zustand 2,

d. h., die Wahrscheinlichkeit betrdgt 1, die Wahrscheinlichkeit fiir die Zustédnde 3 und 4

1
jeweils 0. Der Zustandsvektor (0) beschreibt somit die Verteilung der Wahrschein-
0

lichkeiten nach dem Erhalt von einem Tiitchen.

Nach dem Erhalt des zweiten Tiitchens hat man mit einer Wahrscheinlichkeit von - ge-
nau zwei verschiedene Modellautos (Z,), mit einer Wahrscheinlichkeit von 3 drei ver-

schiedene Modellautos (Z3) und mit einer Wahrscheinlichkeit von A bereits vier ver-

schiedene Modellautos (Z4):

AP WINO |
NIRrRNIR O
o
-~
S O -
\-/

Il
AR, WINO|F

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ldsst sich auch direkt aus der Matrix U ablesen, da
die erste Spalte die Ubergangswahrscheinlichkeiten von Z; nach Z3 bzw. von Z; nach
Z.4beschreibt:
von Zy 73 74
nach 7, ...

73 ...

Z4 ...
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(3) Losungsansatz: U™ - (0) =X
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0
Mittels GTR lasst sich U™ durch schrittweises Einsetzen (Erhohen der Matrixpotenz n)

1
1 ( 7172716\‘ 0,000129
ermitteln: U5-<0> === (0,062243).

0 et ] \0,937629
7776
1
1 46656 0,00002
Ue - (0) = % ~ (0,03121).
0 45199 0,96877
46656

Die Betrachtung der dritten Komponente des Zustandsvektors zeigt: Man muss min-
destens 7 Tiitchen erwerben, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % al-

le vier Modellautos zu erhalten.

Teilaufgabe c)

(1)

()

Modellannahme: Es handelt sich um eine binomialverteilte ZufallsgroRe X: Anzahl der
defekten Schliisselanhdnger in der Lieferung mit einer ,Trefferwahrscheinlichkeit’ von
p = 0,01.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also Py = P(X = 16) ~ 0,048, ermittelt mit
binomCdf(1000| 0,01|16|1000) oder dem Komplement von

binomCdf(1000] 0,01]0|15) zu 1.

Stichprobenumfang: n = 2000 Ausschussanteil p = 0,01

P(X = 32) ~ 0,008 ermittelt mit hinomCdf(2000]0,01|32]2000).

Die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe von 2000 Schliisselanhdngern mindestens
32 defekte zu finden, betrdgt lediglich 0,8 %, d. h., die getroffene Aussage ist falsch.
Die Zuordnung der Auslieferungswahrscheinlichkeit zum Quotienten aus ,Anzahl de-
fekter Teile / Stichprobenumfang’ ist nicht proportional: Bei einer Verdoppelung des
Stichprobenumfangs bei gleichzeitiger Verdoppelung der Entscheidungsgrenze verdn-

dert sich die Wahrscheinlichkeit, dass nicht ausgeliefert wird.



Abiturprifung 2017 ff — Beispielaufgabe M GK Stochastik Beispiel
Werbeaktion
Seite 5von 7

(3) P(X <15) = 0,15 ermittelt mit hinomCdf (1000 | 0,02 | 0| 15).
Der tatsdchliche Anteil defekter Schliisselanhdnger in der Produktion betragt 2 %. Bei
der Stichprobenentnahme finden sich jedoch maximal 15 defekte Teile; es wird somit
entschieden, dass die Produktion den Anforderungen geniigt, also maximal 1 % fehler-
hafte Teile enthdlt. Somit erfolgt aufgrund der vorgegebenen Entscheidungsregel
falschlicherweise eine Auslieferung. Die Wahrscheinlichkeit fiir diese falsche Ent-

scheidung betrdgt ca. 15 %.
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7. Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit
Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jhaximal | ER? ZK DK
Punktzahl
1 [(1) gibt alle moglichen Kombinationen an. 2
2 [(1) erklart die Wahrscheinlichkeiten. 5
3 |(2) berechnet die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 3
4 [(3) berechnet die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 3
sachlich richtige Alternativen: (13)
Summe Teilaufgabe a) 13
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jhaximal ) K3 ZK DK
Punktzahl
1 [(1) begriindet die vollstindige Beschreibung des
.2 i 4
Sammelprozesses durch die Ubergangsmatrix.
2 [(2) bestimmt die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach
. . 2
dem Erhalt von einem Tiitchen.
2 |(2) bestimmt die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach 5
dem Erhalt von zwei Tiitchen.
3 |(3) bestimmt die Anzahl der Tiitchen, die notwendig
sind, um mit mindestens 95 % Wahrscheinlichkeit alle 7
vier Modellautos zu erhalten.
sachlich richtige Alternativen: (15)
Summe Teilaufgabe b) 15

2

EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur

3 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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M GK Stochastik Beispiel
Werbeaktion
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Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jhaximal | R ZK DK
Punktzahl
1 [(1) ermittelt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 2
2 [(1) gibt die Modellannahmen an. 3
3 |(2) beurteilt die vorliegende Aussage. 3
4 | (3) ermittelt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 2
5 |(3) beschreibt die Bedeutung im Sachkontext. 2
sachlich richtige Alternativen: (12)
Summe Teilaufgabe a) 12
Summe insgesamt 40

4

EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Abiturpriafung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

Aufgabenstellung:

Nach Verabreichung eines bestimmten Medikaments an eine Testperson ist die halbstiind-
lich gemessene Wirkstoffkonzentration im Blut in folgender Tabelle notiert worden:

Zeit t [Stunden] 0 |05 1 |15 2
Wirkstoffkonzentration W (¢) [pg/ml] | 0 |2,10]1,30/0,55|0,23

a) Der zeitliche Verlauf der Wirkstoffkonzentration soll zundchst mit einer ganzrationalen
Funktion k modelliert werden. Dabei wird t als MaRzahl der Zeit zur Einheit 1 Stunde,
k(t) als Malizahl der Wirkstoffkonzentration zur Einheit 1 ug/ml aufgefasst. Zum Zeit-
punkt t = 0 ist das Medikament verabreicht worden.

(1) Bestimmen Sie eine Gleichung einer ganzrationalen Funktion k vierten Grades, de

ren Graph durch die in der Tabelle angegebenen fiinf Messpunkte verlduft. Dabei

sind die Werte der Koeffizienten auf die 4. Nachkommastelle gerundet anzugeben.
(2) Wenn man auf die 3. Nachkommastelle rundet, ist

k(t)=-1,713-t*+9,073-¢’ —16,412 -t +10,352 ¢, t € R, néherungsweise eine Glei

chung der Funktion k .

Bestimmen Sie den zur Modellierung sinnvollen Definitionsbereich und begriinden
Sie, warum die Funktion nur innerhalb dieses Intervalls den zeitlichen Verlauf der
Wirkstoffkonzentration beschreiben kann.

(5 + 4 Punkte)

Eine alternative Modellierung des zeitlichen Verlaufs der Wirkstoffkonzentration kann
naherungsweise beschrieben werden durch die Funktion f mit der Gleichung

f(1)=15-(e* —e™)=15-7"-(e'~1), 0.
Der Graph der Funktion fist in der Abbildung auf Seite 2 dargestellt.
b) (1) Ermitteln Sie die prozentuale Abweichung des Funktionswerts f(O,S) vom zugeho-
rigen Tabellenwert W(O,S).

(2) Begriinden Sie, dass es bei der hier verwendeten Modellierung durch die Funktion f
nie zu einem vollstdndigen Abbau des Wirkstoffs im Blut der Testperson kdme.

(2 + 3 Punkte)

! Die Funktion fist fiir alle t € R definiert, wird aber nur fir ¢ > 0 zur Modellierung verwendet.
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Bestimmen Sie rechnerisch mit Hilfe eines hinreichenden Kriteriums den Zeitpunkt
im Intervall [0;2], zu dem die durch f beschriebene Wirkstoffkonzentration im Blut
der Testperson am gréfSten ist, und berechnen Sie den zugehdrigen Maximalwert.

Bestimmen Sie die Zeitpunkte im Intervall [0;2], zu denen die durch f beschriebene
Wirkstoffkonzentration am stdrksten ansteigt bzw. am stdrksten abfdllt, und berech-
nen Sie jeweils die momentane Anderungsrate der Wirkstoffkonzentration zu diesen
Zeitpunkten.

[Zur Kontrolle: f'(t) =157 (3—26‘ )] (8 + 7 Punkte)

Man betrachtet die Funktion F: t— F (t) , t >0, die die Malizahl der Flidche zwi-
schen dem Graphen von fund der t-Achse im Intervall [0; t] angibt.

Zeichnen Sie den Graphen von F in die Abbildung ein und begriinden Sie sein Stei-
gungsverhalten.

Die Flache unter der Kurve der Wirkstoffkonzentration ist ein MaR fiir die Wirk-
stoffmenge, die insgesamt dem Organismus zur Verfiigung steht (Bioverfiigbarkeit).

Vergleichen Sie die MalSzahl A der Fldche zwischen dem Graphen von f und der
t-Achse im Zeitintervall [0;2] mit der Mafszahl B der Flidche zwischen dem Gra-
phen der ganzrationalen Funktion k (aus Aufgabenteil a) und der t-Achse im Zeitin-
tervall [0; 2].

Begriinden Sie, dass mit beiden Modellen die Bioverfiigbarkeit in diesem Intervall
modelliert werden kann.

(4 + 7 Punkte)
f(t), w(t) [pg/ml]

235

R
7. K
/ .

0.5 /

0.0 » { [Stunden]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung

Zugelassene Hilfsmittel:

Grafikfahiger Taschenrechner
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturpriufung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Grundkurs

1. Aufgabenart
Analysis

2. Aufgabenstellung

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage
o entféllt

4. Beziige zum Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
e Funktionen als mathematische Modelle
e Fortfithrung der Differentialrechnung
¢ Grundverstdndnis des Integralbegriffs
¢ Integralrechnung

2. Medien/Materialien
o entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

e Grafikfahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen

6.1 Modellldsungen

Diejeweilige M odelllésung stellt eine mogliche L 6sung bzw. L dsungsskizze dar .

Der gewahlte L 6sungsansatz und -weg der Schilerinnen und Schiler muss nicht
identisch mit dem der M odelllésung sein. Sachlich richtige Alter nativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile, Sachlich richtige

L 6sungsalternative zur Modellldsung*).

Teilaufgabe a)
(1) Essei k(t)=a-t*+b-t’ +c-t* +d-t +e. Nach Aufgabenstellung erhilt man folgendes

lineares Gleichungssystem, da e =0 ist:

0,0625a + 0,125b + 0,25¢ + 0,5d = 2,1
a + b + ¢ + d=13
5,0625a + 3,375b + 2,25¢ + 1,5d = 0,55
16a + 8b + 4c + 2d=0,23

Als Losung mit dem GTR erhdlt man:
a~-1,7133,b=9,0733,c~-16,4117,d = 10,3517 .

Also gilt: k(t)=-1,7133-t*+9,0733-t> 16,4117 -t* +10,3517 -t, t € R .

(2) Die Messwerte werden durch die Funktion k genau erfasst. Fiir die Wirkstoffkonzent-
ration im Blut erwartet man keine Spriinge und nur einen Maximalwert. Am Graphen
von k kann abgelesen werden, dass dies durch die Modellierung erfiillt ist.

Die Wirkstoffkonzentration im Blut muss gréfSer oder gleich Null sein. Fiir den Defini-
tionsbereich ist daher die Nullstelle rechts von t = 0 gesucht, da der Graph der Funkti-
on in diesem Intervall oberhalb der x-Achse verlduft. [Nun arbeitet man mit der in der
Aufgabenstellung angegebenen Gleichung der Funktion k weiter.]

k(t) = 0 liefert eine weitere Nullstelle bei t ~ 2,134. [Die beiden Nullstellen t = 0
und t = 2,134 sind die einzigen Nullstellen der Funktion k(t).]

Die Funktion k kann maximal im Intervall [0; 2,134] sinnvoll zur Modellierung der
Messdaten genutzt werden. Fir 0 < t < 2,134 nimmt k positive Funktionswerte an,

rechts von der zweiten Nullstelle werden die Funktionswerte negativ.

k{!)[;a_r;:_.-’mf]

_______________________________________________

25
t[Stunden]

[Der Graph der Funktion ist nicht Teil der erwarteten Losung. ]
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Teilaufgabe b)

(1)

)

£(0,5)=2,171.
f(0,5)
W (0,5)
Der Funktionswert f (0,5) ist ca. 3,4 % groler als der zugehorige Tabellenwert
W(0,5)=2,1.

f(t)=15-¢ -(e‘ —1).
Fiir alle t >0 gilt e™ >0 und e' -1>0, folglich auch f(t)>0.

~1,034.

Damit ist die Aussage aus der Aufgabenstellung begriindet.

Teilaufgabe c)

(M

()

f(t)=(15-(e™ —e*3"))' =15-(3e™ —2¢™) =15-¢ (3-2¢'),

GTR
f'(ty) =03 —2etm =0 =t, =~ 0,405.

Da f’ an der Stelle ¢, das Vorzeichen von + nach — wechselt, ist f(t, ) = % =2,2 lo-

kales Maximum und damit als einziges Extremum im Intervall [0;2] auch globales Ma-

ximum der Funktion fin diesem Intervall.
Die Wirkstoffkonzentration erreicht zum Zeitpunkt ¢, ~ 0,405 (also nach ca. 24 Minu-

ten) ihren Maximalwert von ca. 2,2 pg/ml .
Die gesuchten Zeitpunkte sind lokale Extremstellen von f’ oder Randstellen des Inter-
valls [0;2].

Die einzige lokale Extremstelle kann am Graphen von f’ mit dem GTR abgelesen
werden und ist der Tiefpunkt in dem Intervall bei ¢, ~0,811. Am Graphen erkennt

man aullerdem, dass der Randwert an der Stelle O iiber demjenigen an der Stelle 2 liegt.
Daraus folgt: f'(t, ) ist globales Minimum, f'(0)=15 globales Maximum von f’ im
Intervall [0;2].

Zum Zeitpunkt t =0 hat die momentane Anderungsrate der Wirkstoffkonzentration ihr

Maximum von 15 ng/ml

, zum Zeitpunkt t,, ~ 0,811 (also nach ca. 49 Minuten) ihr

Minimum von ca. —1,98 M .



Abiturprifung 2017 ff — Beispielaufgabe M GK Analysis Beispiel

Wirkstoff
Seite 4 von 6
Teilaufgabe d)
(1) Zeichnung des Graphen von F in der Abbildung ergcinzt:
2.5 A
///
2.0 ™ f HE s
/ \\/
1.5
i
1.0
| /S AN
KA S
v
0.0 -
0.0 0.5 1.0 15 2.0

)

Der Graph von F steigt streng monoton, da der Graph von f fiir ¢ > 0 oberhalb der
t-Achse verlduft und daher der Inhalt der Fldche, die im Intervall [0;t] zwischen die-

sem und der t-Achse liegt, mit wachsendem t stdndig zunimmt.

Fiir die gesuchte MaRzahl gilt:

GITR

A=|f(t)dt = 2,375.

= L

Berechnung von B:
GTR

2
B = [k(t)dt ~ 2,267.
0

Der Vergleich kann iiber die prozentuale Abweichung erfolgen: g = % ~ 1,048. Die

beiden Flédchen sind in diesem Intervall anndhernd gleich groR, die Malizahl A der

Funktion f weicht um weniger als 5 % von der Mazahl B ab.

Vergleicht man diese Abweichung zum Beispiel mit der in b)(1) berechneten Abwei-
chung, so liegt diese in der gleichen GroRenordnung. Beide Modelle scheinen daher

geeignet zu sein, die Bioverfiigbarkeit des Wirkstoffs zu ermitteln.
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7. Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit

Teilaufgabe a)

M GK Analysis Beispiel
Wirkstoff
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Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jhaximal | ER! ZK DK
Punktzahl

(1) bestimmt eine Gleichung der ganzrationalen

1 Funktion k , wobei die Koeffizienten auf die 4. Nach- 5
kommastelle gerundet angegeben werden.

2 (2) bestimmt den Definitionsbereich. 3
(2) begriindet, warum die Funktion k nur innerhalb

3 dieses Intervalls den zeitlichen Verlauf der Wirk- 1
stoffkonzentration beschreiben kann.

Sachlich richtige L ésungsalternative zur Modelll6sung: (9)
Summe Teilaufgabe a) 9

Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat

Der Priifling maximal EK ZK DK
Punktzahl
1 [(1) ermittelt die prozentuale Abweichung des Funkti- 2
onswerts f (0, 5) vom zugehorigen Tabellenwert.
2 |(2) begriindet, dass es bei der Modellierung durch die 3

Funktion f nie zu einem vollstandigen Abbau des
Wirkstoffs im Blut der Testperson kdame.

Sachlich richtige Ldsungsalternative zur Modellldsung: (5)
Summe Teilaufgabe b) 5

1 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)

M GK Analysis Beispiel

Wirkstoff

Seite 6 von 6

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jmaximal | EK ZK DK
Punktzahl

(1) bestimmt mit Hilfe eines hinreichenden Kriteri-

1 |ums den Zeitpunkt im Intervall [0;2], zu dem die 7
Wirkstoffkonzentration am groften ist.

3 | (1) berechnet den zugehdrigen Maximalwert. 1
(2) bestimmt die gesuchten Zeitpunkte im Intervall

4 5
[0;2].

. (2) berechnet Maximum und Minimum der momenta- 5
nen Anderungsrate.

Sachlich richtige L dsungsalternative zur Modellldsung: (15)
Summe Teilaufgabe c) 15
Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jmaximal | EK ZK DK
Punktzahl

1 | (1) zeichnet den Graphen von F in die Abbildung ein. 2

2 |(1) begriindet das Steigungsverhalten des Graphen. 2
(2) berechnet die MaRizahl A der Fliche zwischen

3 |dem Graphen von f und der t-Achse im Intervall 2
[0;2].
(2) berechnet die Malizahl B der Flache zwischen

4 |dem Graphen von k und der t-Achse im Intervall 2
[0;2].

5 |[(2) vergleicht die beiden Malizahlen. 2

6 |(2) begriindet die Eignung beider Modelle. 1

Sachlich richtige L dsungsalternative zur Modellldsung: (11)

Summe Teilaufgabe d) 11
Summe insgesamt 40
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Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgaben

Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung:

Die Pyramiden von Gizeh sind das einzige noch heute erhaltene der Sieben Weltwunder der
Antike. Sie liegen ca. 15 Kilometer von der Innenstadt von Kairo entfernt direkt am Stadtrand
des Vorortes Gizeh in der Wiiste. Der quadratische Grundriss der Pyramiden sowie die Aus-
richtung nach den Himmelsrichtungen wurden beim Bau sehr exakt eingehalten. In Abbil-
dung 1 ist die Situation vereinfacht in der Draufsicht dargestellt.

Yoa

Cheops-Pyramide

Chephren-Pyramide

Abbildung 1

Die nachstehend in Metern angegebenen Koordinaten (x | y | z) beziehen sich auf einen
Koordinatenursprung O(0 | 0 | 0) nahe der siidwestlichen Ecke der Chephren-Pyramide
(s. Abbildung 1). Die Chephren-Pyramide steht auf der durch z = 10 festgelegten Ebene
und liegt damit 10 m hoher als die groere Cheops-Pyramide, so dass ihre Spitze die der
Cheops-Pyramide noch iiberragt. Abbildung 2 bietet eine perspektivische Ansicht, in der
die Ebene z = 10 grau getont ist.
Cheops-Pyramide:  A(391 | 410 | 0) B(616 | 410 | 0) Pyramidenhthe 139 m
C(616 635 0) D(391 635 0) S(503,5 | 522,5| 139)

Chephren-Pyramide: E(65 |52 | 10) F(277152]10) Pyramidenhthe 136 m
G(277 1264 | 10) H(65 264 | 10) T(171| 158 | 146)
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Abbildung 2

a) Diese Teilaufgabe bezieht sich ausschlielflich auf die Geometrie der Cheops-Pyramide.

(1) Beschreiben Sie, wie sich die Koordinaten der Eckpunkte D, C, S aus den Koordina-
ten der Eckpunkte A, B sowie aus der Hohe der Cheops-Pyramide berechnen lassen.
(2) Berechnen sie den (Béschungs-)Winkel, den die Seitenfldchen der Cheops-Pyramide
mit der Grundebene einschlielSen.
Um auf moglichst kurzem Wege von der Ecke B zur Ecke D zu gelangen, ohne die mas-
sive Pyramide zu durchbohren, muss man einen Weg auf der Pyramidenoberfldche wah-
len, der durch einen Punkt der Kante AS oder CS fiihrt.
(3) Bestimmen Sie die Lc¢inge dieser kiirzesten Verbindung, die auf der Cheops-Pyramide
von der Ecke B zur Ecke D fiihrt.
(4 + 3 + 6 Punkte)



Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan — Beispielaufgabe M LK Analyt. Geometrie Beispiel
Pyramiden von Gizeh
Seite 3von 4

b) Am Morgen des 21. Mérz 2015 um 9:00 Uhr stand die Sonne im Stidosten. Der
—-0,7154
Richtungsvektor der Sonnenstrahlen war v, =| 0,3468
—0, 6065

(1) Bestimmen Sie die GroBe der Schattenfldche der Chephren-Pyramide in der durch
z = 10 definierten Ebene.
(2) Erkldren Sie durch plausible und realistische Uberlegungen, unter welchen Bedin-
gungen kein Schatten in der durch z = 10 definierten Ebene entsteht.
Am Nachmittag des 21. Dezember 2014 um 15:15 Uhr stand die Sonne tief im Stidwesten.
Der Schatten der Pyramidenspitze T(171|158|146) traf auf die Cheops-Pyramide in einem
Punkt T". Dabei verlief der gedachte Strahl entlang der Geraden

171 333
g: X(1)=]158 |+ A| 301 | (Ae IR)von Tiiber T" nach T""(504|459|0).
146 —146

(3) Nennen Sie mit Hilfe der Abbildung die Seitenfldche der Cheops-Pyramide, in wel-
cher der Schattenpunkt T~ liegt, und berechnen Sie die Koordinaten von T".

(6 + 3 + 9 Punkte)

¢) Um die zum Bau benétigten Steinquader in die erforderliche Hohe zu bringen, wurden
geradlinige Rampen entlang der Pyramide aufgeschiittet. Im Folgenden soll eine von Wes-
ten an die Siidseite der Cheops-Pyramide fiihrende Rampe durch eine Strecke betrachtet
werden, welche in einem Punkt P in der durch z = 0 definierten Ebene beginnt, die Kante
AS in einem Punkt Q zwischen A und S schneidet und in einem Punkt R auf der Kante
BS endet. Dies ist in Abbildung 3 in Draufsicht dargestellt.

Abbildung 3

(1) Begriinden Sie, weshalb die Punkte P, A, B auf einer Geraden liegen.

(2) Ermitteln Sie einen Losungsplan, wie sich der Startpunkt P der Rampe aus der Vor-
gabe von R und dem Steigungswinkel ¢ der Rampe gegen die Horizontale bestimmen
Idsst. Geben Sie fiir jeden Schritt die notwendigen Gleichungen an.

Hinweis: Konkrete Rechenschritte sind nicht durchzufiihren.
(3 + 6 Punkte)
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Zugelassene Hilfsmittel:

o Grafikfahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fir die Lehrkraft

Abiturprufung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart

Geometrie

2. Aufgabenstellung

siehe Prifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zu den Vorgaben und zum Kernlehrplan

1. Inhaltliche Schwerpunkte

Lineare Gleichungssysteme

Darstellung und Untersuchung geometrischer Objekte
Lagebeziehung und Abstdnde

Skalarprodukt

2. Medien/Materialien
o entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

e Grafikfahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modelll6sungen

Diejeweilige Modelllosung stellt eine mogliche L 6sung bzw. L 6sungsskizze dar .

Der gewdahlte L 6sungsansatz und -weg der Schilerinnen und Schiler muss nicht
identisch mit dem der M odelllésung sein. Sachlich richtige Alter nativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile,, Sachlich richtige

L dsungsalter native zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)

(1) Die Kantenldnge der quadratischen Grundfldche der Cheops-Pyramide betrdgt 225 m.
Daraus ergeben sich die fehlenden Eckpunkte C(616|635|0) und D(391|635|0) durch
Addition von 225 zur y-Koordinate von B bzw. A. Der Mittelpunkt der Strecke AC ist
M(503,5|522,5|0), zu berechnen durch Mittelung der Koordinaten von A und C. Aus
der Hohe ergibt sich die z-Koordinate von S(503,5|522,5/139).

(2) Fir die Cheops-Pyramide ist o = <(S,M ,;,M) der gesuchte Winkel im Dreieck

139
MM ,,S . Aus tan(a) = T ergibt sich & =51,0°.

3

(3) Gesucht ist der doppelte Abstand zwischen B und der Kante AS . Dazu wird das Lot

391 112,5
von B auf die Gerade g,;: X(4)=| 410 |+ 4|112,5 | geféllt.
0 139
616 112,5 -225 112,5 112,5
Aus dem Ansatz | X(4)—| 410 ||-| 112,5 |= 0 |+A4]112,5]-|112,5|=0 ergibt
0 139 0 139 139

sich 1 ~0,567. Da dieser Wert im Intervall [0;1] liegt, liegt der zugehorige

—225 112,5
LotfuBpunkt auf der Kante AS im Abstand d=| 0 |+ 0,567|112,5 ||~190,4
0 139

von B. Die gesuchte Lange der kiirzesten Verbindung betrdgt also ca. 381 m.
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Teilaufgabe b)
(1) Zunéchst ist der Schattenpunkt T" der Pyramidenspitze T(171|158|146) in der durch

z = 10 definierten Ebene zu berechnen. Dazu ist in der Geradengleichung

171 -0,7154
g: X(4)=|158 |+ 1| 0,3468 | die z-Koordinate gleich 10 zu setzen. Dies ergibt
146 -0,6065

A ~ 224,24 und damit den Schattenpunkt T° = (10,6|235,8|10).

Dieser Punkt liegt 54,4 m westlich der 212 m langen Kante EH , so dass die gesuchte

Flache ein Dreieck mit Fldcheninhalt A = % 212 m- 54,4 m = 5766,4 m? ist.

(2) Zu einem spéateren Zeitpunkt wird die Sonne héher stehen, wodurch der Schattenpunkt
T auf den Mittelpunkt der quadratischen Grundfldache zuwandert und auch in dieser
Flache liegen kann. Dann wirft die Pyramide keinen Schatten mehr auf der Ebene

z=10.

(3) Der Sonnenstrahl durch T folgt der durch zwei Punkte T, T*" definierten Geraden

171 333
g: X(1)=|158 |+ 4| 301 |.Anhand von Abb. 1 kann man aus der Lage des Punktes
146 -146

T"" und der Richtung von g schlussfolgern, dass der Schattenpunkt T~ auf der

Seitenfldche ABS liegen muss. Die zugehorige Ebene kann in der Form

391 225 112,5
E: X(u,v)=|410 |+u| 0 |+v|112,5 | parametrisiert werden. Zur Berechnung des
0 0 139

Schnittpunktes von g und E stellt man ein lineares Gleichungssystem fiir (4| x| v) auf,

333 225 112,5|171-391

z. B. in Matrixform | 301 0 112,5{158-410 |. Dieses Gleichungssystem kann
-146 0 139 | 146

z. B. mit Hilfe des rref-Befehls des GTR gelost werden. Ergebnis:

(A p|v)=(0,8831|0,2678|0,1228). Dies fiihrt nach Einsetzen ungefdhr zu

T (465(424(17).
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Teilaufgabe c)

(1) P liegt auf der Geraden QR und in der durch z = 0 definierten Ebene. Die Gerade QR
und damit auch P liegen in der durch ABS definierten Ebene E. P liegt im Schnitt der

Ebene E mit der durch z = 0 definierten Ebene, also auf der Geraden AB.

(2) Mit a, B , t werden die Ortsvektoren der Punkte A, P, R bezeichnet. Die moglichen

Punkte P liegen auf dem Hilfsstrahl g, : f)(/l) —a- /1e_); mit A >0. Die Steigung der

zugehorigen Rampe wird durch die gegebene z-Koordinate h von R sowie die Lange
()= ‘F - E(i)‘ der Rampe berechnet: sin(a) = % Da der Steigungswinkel «

gegeben ist, berechnet man zundchst I(4) und daraus den Wert von 4 aus

I(2) =|r - p(2)| =|r ~a+ Ae,|. Damit ist P durch p(2) bestimmt.
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7. Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit
Teilaufgabe a)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling naximal | EK! ZK DK
Punktzahl
1 [(1) beschreibt den Rechenweg. 4
2 |(2) berechnet den (Boschungs-)Winkel. 3
3 |(3) bestimmt die Léange der kiirzesten Verbindung. 6
sachlich richtige Alternativen: (13)
Summe Teilaufgabe a) 13
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jmaximal | EK ZK DK
Punktzahl
1 [(1) bestimmt die Groe der Schattenfldche. 6
2 |(2) erklart, unter welchen Bedingungen kein Schatten 3
entsteht.
3 |(3) nennt die Seitenfldche. 3
4 [(3) berechnet die Koordinaten des Schattenpunktes. 6
sachlich richtige Alternativen: (18)
Summe Teilaufgabe b) 18

EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur



Abiturprifung nach dem neuen Kernlehrplan — Beispielaufgabe M LK Analyt. Geometrie Beispiel
Pyramiden von Gizeh

Seite 6 von 6
Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
Punktzahl
1 [(1) begriindet, weshalb die Punkte P, A, B auf einer 3
Geraden liegen.
2 |(2) ermittelt einen Losungsplan und gibt die 6
Gleichungen an.
sachlich richtige Alternativen: (9)
Summe Teilaufgabe c) 9
Summe insgesamt 40
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Abiturprufung nach dem neuen Kernlehrplan

Beispielaufgabe

Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung:

An der Salatbar einer Mensa wird bereits in Schalchen abgefiillter Salat angeboten. Laut

Speiseplan soll eine Salatportion 100 g wiegen. Tatsdchlich schwankt das Gewicht jedoch,

da der Salat von Hand portioniert wird. Die erfahrenen Mitarbeiter haben aber ein Gefiihl

fiir die ungefdhr richtige Menge, so dass bislang keine Beschwerden auftraten.

a) In der Kiiche werden 200 Salatportionen zubereitet. Dabei werden 600 Walnusskerne

zugegeben und durch Mischen gut verteilt. Nach dem Abfiillen in die Schilchen werden

die Salatportionen auf die Theke gestellt. Toni nimmt sich ein Schilchen von der Theke.

D

)

3

Begriinden Sie, dass die Anzahl der Walnusskerne in Tonis Portion durch eine
binomialverteilte ZufallsgroSe X mit den Parametern n = 600 und p = 0,005
beschrieben werden kann, und berechnen Sie den Erwartungswert pu und die
Standardabweichung o von X.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in Tonis Schdlchen genau 4
Walnusskerne sind.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in Tonis Schdlchen hdchstens 2
Walnusskerne sind.

Toni hat eine (nicht ganz korrekte) Faustregel fiir grofle Werte von n in Erinnerung,
der zufolge P(X < u) ~50% gelten solle.

Erkldren Sie anhand der Verteilung aus Abbildung 1 und der KenngréfSen p und o
die Ursache fiir das Abweichen von der Faustregel.

Geben Sie eine Bedingung an, unter der die Faustregel besser gilt.

(5 + 4 + 6 Punkte)
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Abbildung 1

b) Die Mensaleitung sagt zu, dass Salatportionen jeweils mit der gleichen Wahrscheinlichkeit

von 50 % ein Gewicht von iiber 100 g sowie ein Gewicht von unter 100 g haben kénnen.

(1) Es wird vorausgesetzt, dass die Angabe der Mensaleitung zutrifft.
Bestimmen Sie, wie viele Portionen man mindestens testen muss, um mit 99 %
Wahrscheinlichkeit eine Portion zu finden, die mindestens 100 g wiegt.
Bei einer Kontrolle durch eine Aufsichtsbehérde werden iiber einen langeren Zeitraum
Stichproben genommen. Insgesamt werden 50 Portionen genau nachgewogen. Wenn
mehr als 31 Portionen ein Gewicht von unter 100 g aufweisen, wird die Behorde die
Grole der Salatportionen beanstanden.

(2) Erkldren Sie, welches Interesse die Behorde mit dem Testverfahren verfolgt und
welchen Fehler sie dabei vorrangig vermeiden méchte.

(3) Ermitteln Sie, welches der Signifikanzniveaus 10 %, 5 % oder 1 % dem Test zugrunde
liegt.
Geben Sie dabei an, welche Modellannahmen Ihrer Rechnung zugrunde liegen.

(5 + 4 + 5 Punkte)

c) Das Gewicht G (gemessen in Gramm) einer Salatportion soll als normalverteilte Zufalls-
groBe angenommen werden. Um Beschwerden zu verhindern, gibt die Mensaleitung der
Kiiche vor, dass Salatportionen mit weniger als 90 g Gewicht nur mit einer Wahrschein-

lichkeit von maximal 1 % auftreten diirfen.

(1) Zeigen Sie, dass die Vorgabe der Mensaleitung fiir die Parameter
(14 07) =(95;2,1) und (u,; o,) = (105,6;6,4) von G eingehalten wird.

(2) Ordnen Sie die beiden in Abbildung 2 dargestellten Verteilungen den in c) (1)
genannten Fdllen begriindet zu. Interpretieren Sie die Unterschiede im Sachkontext.
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(3) Esseinun p = 100.
Bestimmen Sie den maximalen Wert fiir den Parameter o, so dass Salatportionen
mit weniger als 90 g Gewicht nur mit einer Wahrscheinlichkeit von hdchstens 1 %

auftreten.

(3 + 5 + 3 Punkte)

Abbildung 2

Zugelassene Hilfsmittel:

o Grafikfdhiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen flr die Lehrkraft

Abiturpriafung nach dem neuen Kernlehrplan
Beispielaufgabe

Mathematik, Leistungskurs

1. Aufgabenart

Stochastik

2. Aufgabenstellung

siehe Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage

entfallt

4. Beziige zum Kernlehrplan und zu den Vorgaben

1. Inhaltliche Schwerpunkte
o Kenngrofen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
o Binomialverteilung und Normalverteilung
e Testen von Hypothesen

2. Medien/Materialien
o entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

e Grafikfahiger Taschenrechner
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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6. Vorgaben fiir die Bewertung der Schiilerleistungen
6.1 Modellldsungen

Diejeweilige Modelllosung stellt eine mdgliche L 6sung bzw. L 6sungsskizze dar .

Der gewdahlte L 6sungsansatz und -weg der Schilerinnen und Schiler muss nicht
identisch mit dem der M odelllésung sein. Sachlich richtige Alter nativen werden mit
entsprechender Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile, Sachlich richtige

L dsungsalter native zur Modelllésung*).

Teilaufagbe a)

(1) Jeder der n = 600 Walnusskerne gelangt mit der Wahrscheinlichkeit p ==L in eine

200
bestimmte unter den 200 Portionen, z. B. in Tonis. Hinter dem Modell einer
Binomialverteilung stehen die Annahmen, dass alle Walnusskerne unabhéngig, also
ohne sich beim Mischen und Abfiillen z. B. durch Aneinanderhaften zu beeinflussen,
und mit gleicher Wahrscheinlichkeit in eine der 200 Portionen gelangen konnen, in die

die gesamte Salatmenge aufgeteilt wird. Die gesuchten Kenngrofen sind

00
U=n-p =% undo=np-(1—p)= 600-%-%~ 1,73.
(2) P(X =4)~0,168 ermittelt mit binomPdf (600 | 0,005 | 4)
P(X £2) = 0,423 ermittelt mit binomCdf (600 | 0,005 | 0 | 2)

(3) Die Regel ist wegen P(X < 3) = 65 % erkennbar verletzt. Aus dem Histogramm (Abb.
1) der Verteilung erkennt man, dass das ,,Ubergewicht von ca. 15 % auf der linken
Seite von u durch die groferen Abweichungen bis maximal k — u = 600 — 3 auf der
rechten Seite ausgeglichen werden. Dies bedingt zugleich eine deutliche Abweichung

von der Symmetrie bzgl. der Achse k = u = 3.

Fiir diese Symmetrie sind groRe Werte fiir n zwar notwendig, aber nicht hinreichend.
Gebraucht wird ein geniigend groes o — iiblicherweise soll o >3 gelten. Hier ist aber

nuro = 1,73.
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Teilaufagbe b)

(D

)

3

Die Wahrscheinlichkeit betrdgt jeweils 50 %, einen Salat mit mehr bzw. weniger als

100 g Gewicht zu nehmen.

Wenn E das Ereignis ist, unter n Portionen mindestens eine mit mindestens 100 g zu
finden, so ist das Gegenereignis, n Mal in Folge eine Portion mit unter 100 g zu finden.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir betragt 1- P(E) =0,5".

Aus der Bedingung P(E) >0,99 folgt nun 1- P(E) =0,5" <0,01.

Dies ist fiir n > 7 erfiillt. Man muss demnach mindestens 7 Portionen testen.

Mit dem Testverfahren mochte die Behorde untersuchen, ob die Mensaleitung im
Durchschnitt zu viele Salatportionen mit weniger als 100 g Salat ausgibt. Sie m&chte
vermeiden, die Mensaleitung zu Unrecht zu beschuldigen, also die Wahrscheinlichkeit

fiir eine irrtiimliche Beanstandung begrenzen.

Die TestgroRRe Y gibt die Anzahl der Portionen mit weniger als 100 g an. Y wird als
binomialverteilt angenommen mit den Parametern n = 50 (Stichprobenumfang) und
p = 0,5. Die Zusage der Mensaleitung wird fiir Y > 31 geméal8 der vorgegebenen

Entscheidungsregel abgelehnt.

Dies geschieht irrtiimlich mit einer Wahrscheinlichkeit von

Poos (Y >31) = 0,032 <5%), ermittelt mit binomCdf (50| 0,5|32|50). Wegen
Poos (Y =31) = 0,059 > 5%, ermittelt mit binomCdf (50| 0,5(31|50), hat die Behérde

das Signifikanzniveau von 5 % gewdhlt.
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Teilaufagbe c)

(M

()

3)

Pis1 (G <90) ~0,0086 <1% ermittelt mit normCdf (090|95|2,1)

Pos:s.4(G <90) = 0,0095<1% ermittelt mit normCdf (0|90|105]6,4)

Die Graphen der Normalverteilungen lassen sich anhand der Extremstelle beim
Erwartungswert p; = 95 g (unter der Vorgabe von 100 g) bzw. u, = 105 g (iiber der
Vorgabe von 100 g) oder anhand der unterschiedlichen Streuung (geringer, d. h.

schmalere hohere Form, bzw. groRer, d. h. breitere flachere Form) unterscheiden.

Der Mensabesucher wird im ersten Fall (uz; = 95 g) systematisch mit im Schnittum 5 g
zu wenig Salat abgespeist. Es wird jedoch so prazise abgewogen, dass die Grenze von
10 g Mindergewicht nur mit Wahrscheinlichkeit von 1 % unterschritten wird. Im zweiten
Fall (u2 = 105 g) wird auf genaues Abwiegen weniger Miihe verwandt. Um die gleiche
Schranke von 1 % Wahrscheinlichkeit fiir mehr als 10 g Mindergewicht einzuhalten,

wird grofziigig ein Aufschlag von im Mittel 5 g gewahrt.

Geht man von ¢ =E(G) =100 aus, so lautet die Bedingung:
P(G<90)=P(G< u—-to)=d(-t)<0,01.

Dies ergibt mit dem zugehorigen Quantil ¢t = 2,33, ermittelt mit der inversen Normal-
verteilung des GTR invNorm (0,01 | 0 | 1) oder durch systematisches Probieren, den

Wert o = 10_10 ~ 4,3 . Die Bedingung ist wegen der monoton fallenden Funktion

t 233

t > ®(-t) auch fiir groBere Werte von t, d. h. kleinere Werte fiir o erfiillt.
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7. Bewertungsbogen zur Priifungsarbeit
Teilaufgabe a)
Anforderungen Lésungsqualitat
Der Priifling Jraxdmal ) EK! ZK DK
Punktzahl
1 |(1) begriindet, dass die Anzahl durch eine
binomialverteilte ZufallsgroRe beschrieben werden 3
kann.
2 |(1) berechnet Erwartungswert und 7
Standardabweichung.
3 |(2) berechnet die gesuchten Wahrscheinlichkeiten. 4
4 [(3) erklart die Ursache fiir das Abweichen von der 4
Faustregel.
5 |(3) gibt eine korrekte Bedingung an. 2
sachlich richtige Alternativen: (15)
Summe Teilaufgabe a) 15
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maximal EK ZK DK
Punktzahl
1 |(1) bestimmt die Anzahl der zu testenden Portionen. 5
2 [(2) erklért das Interesse der Behorde. 4
3 | (3) ermittelt das Signifikanzniveau des Tests und gibt
. 5
die Modellannahmen an.
sachlich richtige Alternativen: (14)
Summe Teilaufgabe b) 14

1 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling Jnaximal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |(1) zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit maximal 1 % 3
betragt.
2 |(2) ordnet den Verteilungen begriindet Parameter zu. 2
3 |(2) interpretiert die Unterschiede im Sachkontext. 3
4 [(3) bestimmt den maximalen Wert fiir die Streuung. 3
sachlich richtige Alternativen: (11)
Summe Teilaufgabe c) 11
Summe insgesamt 40
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